LINEARNI MODELI GIBANJA KOLONE VOZIL
Uvod

Kot je znano, lahko gibanje kolone vozil obravnavamo na makro ali mikro nivoju ([2],
[3], [4], [7], [10]). Makroskopska obravnava temelji na hidrodinami¢ni analogiji in vodi
k reSevanju sistema parcialnih diferencialnih enacb, ki povezujejo prometni tok,
njegovo gostoto ter hitrost. Na mikro nivoju se obravnava voznja vsakega vozila
posebej. Posebno preprost nacin voznje je voznja v koloni, ki nastane v gostem prometu
ali v primeru, ko je onemogoceno prehitevanje. Osnovna predpostavka pri modeliranju
gibanja kolone vozil je da, razen na prvo vozilo v koloni, na voznjo posameznega vozila
vpliva voznja vozila neposredno pred njim. Posamezen voznik je aktivni kontrolni ¢len
v sistemu voznik-vozilo-cesta, ki s pomocjo pedala za plin, menjalnika in zavor,
prilagaja hitrost svojega vozila voznji vozila pred seboj. Celovit pregled modelov
gibanja kolone je podal Rothery ([2]).

Osnovni nalogi pri proucevanju gibanja kolone vozil sta ugotavljanje stacionarnega
stanja, t.j. hitrosti kolone in razmaka med vozili, ter ugotavljanje stabilnosti kolone
glede na motnje v gibanju posameznega vozila. Pri tem sta pomembni :

o Jokalna stabilnost, ki proucuje odgovor posameznega vozila na motnjo v gibanju
vozila pred njim in

e asimptoticna stabilnost, ki proucuje kako se motnja v gibanju celnega vozila Siri
vzdolz kolone.

Namen tega prispevka je analizirati in primerjati dva klasi¢na linearna modela gibanja
kolone enakih vozil: Chandlerjev model (Chandler et al. [1]) in Kalifornijski model
(Chandler et al. [1]). V prvem delu je podana analiticna analiza modelov, v
nadaljevanju pa je opisan preprost numericni algoritem.

Oznake

V nadaljevanju bomo uporabili naslednje oznake:

d
a, = % Pospesek vozila k
b =x_,—-x,—L Razmak med voziloma k-1 in k&
k Zaporedna Stevilka vozila v koloni
L DolZina vozila
t Cas
T Zakasnitev
T Reakcijski ¢as
Vo Zacetna hitrost vozil
d.
v, = P Hitrost vozila k&
dt
vi(s)=L [Vk (¢ )] Laplace-ova transformacija hitrosti vozila &



X, Koordinata vozila &
X (s)=1L [xk (¢ )] Laplace-ova transformacija lege vozila k

A Senzitivnost
Vse ostale oznake bodo pojasnjene ob uporabi.
Analiti¢no reSevanje

Chandler-jev model

Temeljna enacba tega modela je ([1], [4]):

vy,

7 ,:A[VH_VI{]FT (k:1,2,3,...) (1)

V posebnem primeru, ko je 7=0 in A=1/7, imamo model, ki ga je predlagal Pipes
([8D.

Oglejmo si najprej obnaSanje modela v primeru, ko kolona miruje, ¢elno vozilo pa se
zalne gibati z neko hitrostjo v,. Gibanje ¢elnega vozila torej opisuje funkcija

VO(I):{O t<0 )

v, t>0
za ostala vozila v koloni pa velja zaCetni pogoj
v, (0)20 (k:1,2,3,...) 3)

Z uporabo Laplaceove transformacije prevedemo reSevanje sistema diferencialnih enacb
(1) ter pogojev (2) in (3) na reSevanje sistema rekurzivnih algebraji¢nih enacb

4

Z zaporednim vstavljanjem v posamezne enacbe sistema (4) dobimo reSitev, ki
neposredno povezuje hitrost vozila & s hitrostjo ¢elnega vozil v,

- /1k\70(S) A v
e\5)= K % 5
’ (S) (/1+seTs) s(/1+seTs> )




Dobljena resitev je osnova za izraun stacionarnega stanja in analizo lokalne stabilnosti
kolone.

Stacionarno stanje

Za izraCun hitrost kolone v stacionarnem stanju uporabimo naslednji izrek: ¢e obstaja
limv, (¢) potem je

[—0

limv, (¢)=lims¥, (s) (6)

t—o s—0

S pomocjo enacbe (6) in (5) izraunamo stacionarno vrednost hitrosti

lims v, (s)=v, A" lim !

PN 50 (ﬂ, 4 SeTS )k =Y, (7)

Kolona torej doseze v stacionarnem stanju hitrost ¢elnega vozila.

Razmak med vozili v stacionarnem stanju je dolocen z limito lim [xk_l (1)—x, (1) L] . Ker je

t—o

'{%%:W“ﬂ 5% (5)=, (0) =, (5) ®)
dobimo
lims| %, (s)-% ()] =V70+L )

Razmak med vozili v stacionarnem stanju je torej odvisen od senzitivnosti kolone 4.
Cim manjsa je tem vegji je razmak. V primeru, ko je 7=0 in 1= 1/T; je razmak med
vozili enak ‘varnostni razdalji’

d=v,T (10)

Ni odveC pripomniti, da pri nestabilnih reSitvah pomenita izracunani limiti (7) in (9)
srednje vrednosti okoli katerih nihajo hitrosti in razmaki med vozili.

Lokalna stabilnost

Za raziskavo lokalne stabilnosti uporabimo karakteristicno enacbo resitve (5)
se+1=0 (11)

Resitev bo lokalno stabilna, ¢e imajo vse ni¢le enacbe (11) negativne realne vrednosti.



V posebnem primeru 7 =0 ima karakteristi¢na enacba obliko
s+1/T, =0 (12)

Ta enacba ima eno samo realno resitev s =—1/T, <0, zato je v tem primeru sistem
vedno lokalno stabilen.

Ce v enacbo (11) uvedemo novo spremenljivko z=x+iy=s/1 in oznalimo z
P =AT dobimo

ze?* +1=0 (13)

Poglejmo, kako se nicle enacbe (13) odvisne od parametra f. Za £ =0 ima enacba
(13) eno samo negativno realno ni¢lo z=-1.Za f <e ' ima dve negativni realni nicli,
za ff=e ' pa eno negativno realno ni¢lo in v obeh primerih neskon¢no konjugirano

kompleksnih nicel z negativnimi realnimi komponentami ([5], [9]). Za B>e 'so

koreni enacbe konjugirano kompleksna Stevila z negativnimi realnimi komponentami.
Da dobimo mejni primer, ko prvi izmed korenov doseze os y vstavimo v enacbo (13)
vrednost z =i y. Po ureditvi dobimo sistem dveh enecb

—ysin By+1=0 yecos By =0 (14)

ki ima reSitev y=1 in B=7x/2. Gornje rezultate lahko strnemo v naslednje pogoje
lokalne stabilnosti ([5], [9]):

e Za AT > /2 je sistem nestabilen.
e Za ¢ < AT < /2 je sistem stabilen. Hitrosti imajo obliko dusenega nihanja.

e Za AT <e' je sistem stabilen. Hitrosti imajo prakti¢no obliko aperiodi¢nega
dusenega nihanja.

Asimptoti¢na stabilnost

Za ugotavljanje asimptoti¢ne stabilnosti opazujmo majhno motnjo ¢, (t) v stacionarni

resitvi enacbe (1)
X, =x,(0)+v,t+¢, (1) (15)
Z upostevanjem (15) preide enacba (1) v

d’e,
dar’

:ﬂ{%—ﬁ} (k=1,2,3,..) (16)
, Ao di |,



Da ugotovimo stabilnost sistema na motnjo, ki ima frekvenco @, vstavimo v enacbo
(16) nastavek &, = f, €. Po ureditvi dobimo

Jo oA (17)
Sy Atiwe”
Velikost ojacanja je torej
S| 4 (18)
fial AP =22@sinoT + &’
Sistem bo asimptoticno stabilen, ¢e se bo amplituda vala manjsala vzdolZ kolone, t.j. ¢e
bo S <1. V primeru (18) bo to veljalo, ¢e bo izpolnjen pogoj
k-1
sin T’ < 1 (19)
oT 2AT
... sinaT . . . . . .
Ker je l;mO P =1 bo sistem asimptoti¢no stabilen za vsako frekvenco @ pri pogoju
wl — a)
1
AT < > (20)

Pogoj asimptoticne stabilnosti je torej nizji od pogoja lokalne stabilnosti, ki je
AT < /2 ~1.57 in vi§ji od meje aperiodi¢nega dusenja AT =e”' ~0.368 . Model, ki ga
podaja Drew ([2]) z vrednostjo 4 =1/T je torej asimptoti¢no nestabilen.

Kalifornijski model

Temeljna enacba Kalifornijskega modela je ([1],[6])

dv,
dt

:ﬂ’[xk—l_xk_[‘_Tlvk]t,T (21)

t

S transformacijo
x (1) =x,(0)+y,(¢) (22)

preide enacba (21) v



dv
d_k :ﬂ’[yk—l — Vi _]Ivk],,T (23)

t t
z zacetnimi pogoji

y.(0)=0 (k=0,1,2,...) (24)

Postopek analize modela je sedaj enak kot pri Chandlerjevem modelu. Ce na ena¢bo
(23) uporabimo Laplaceovo transformacijo dobimo

~ /1)71(—1 ;tk 5}0
Vils)= T (25)
(s) A(1+Ts)+s’e” [/1(1+T1S)+s2e”]k
in od tu hitrost
y A5y Al
B (s)= S T (26)
[/1(1+T1s)+s e ] s[/l(l+7;s)+s e ]
Stacionarno stanje
S pomocjo enacbe (26) dobimo stacionarno stanje hitrosti in razmaka
( g
limsv, (s)=v,lim =V, (27)
s>0 K ) 0550 |:i(1+]}S)+SZ€ST :Ik 0
sT
lims[ 5, ()7, (s) ] = v lim ——C_—y 1 @8)

20 [l (1+T;s)+se” ]k

Razmak med vozili v stacionarnem stanju je tore enaka varnostni razdalji pri
reakcijskem casu 7.

Lokalna stabilnost

Kot prvo si oglejmo dva posebna primera. Za 7, =0 dobimo model, pri katerem voznik
prilagaja hitrost spremembi razdalje do vozila pred seboj. Karakteristi¢na enacba

s+ 1=0 (29)



nima reSitev, ki bi lezale na negativhem delu realne osi zato je v tem primeru sistem
nestabilen.

V posebnem primeru 7 = 0je karakteristicna enacba
s+ ATs+A=0 (30)
Ker je AT} >0 pomeni, da je sistem v vsakem primeru stabilen. Tako imamo

e Za 0< AT’ <4 imajo hitrosti obliko dusenega nihanja.

e Za AT’ >4 imajo hitrosti obliko aperiodi¢nega dusenega nihanja.

Oglejmo si splosni primer. Z uvedbo nove spremenljivke z =7, s lahko karakteristi¢no
enacbo zapiSemo v obliki

Ze +a(z+1)=0 31)

pri ¢emer sta @ =AT" in B =T/T,. Primer grafa te enacbe je prikazan na sliki 4.
Enacba ima vedno eno negativno realno ni¢lo in neskon¢no Stevilo konjugirano
kompleksnih nicel.

Za majhne vrednosti f# imamo

2+a(l+z)(1-pz+0(B))=0 (32)
kar da kvadratno enacbo
(1-Ba)z*+a(1-B)z+a=0 (33)

Realni deli resitve bodo negativni, ¢e bo izpolnjen pogoj «a f<1. Sistem bo torej
stabilen, ¢e bo

ATT <1 (34)
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Slika 4: Graf enacbe (42) : ™ [(x2 -y’ )sin Ly +2xycos ﬂy} +ay=0 ( ) in

eﬁx[(xz _yz)cosﬂy—2xysinﬂy}+ax+a:O (----)

Mejni primer, ko nicle dosezejo pozitivni del kompleksne ravnine dobimo, ¢e vstavimo
v enacbo (31) vrednost z =i y. Na ta nacin dobimo sistem dveh enacb

—y’cosfy+a=0 —ysinfBy+a=0 (35)
ki ima parametri¢no resitev

tan(y)

a=ysintan(y) f=- (36)
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Slika 5 : Meja negativnih realnih komponent resitve enacbe (42)



Ce iz teh enac¢b izlo¢imo parameter y, dobimo neposredno zvezo S = f (a). Graf te

funkcije je prikazan na sliki 5. Vrednosti, ki jih daje ta zveza so nekoliko visje kot
vrednosti, ki jih doloca pogoj (34).

Asimptoti¢na stabilnost

Za ugotavljanje asimptoticne stabilnosti postopamo tako ko v primeru Chandlerjevega
modela. Izhodis¢na enacba je v tem primeru

d’e de
dtzk = /1[‘9/(1 —& 4 Ttk} (37)
t t-T
Z nastavkom ¢, = f, ¢'” dobimo
/i ‘ (38)

fi, A+ilel -w’e”"

in od tu razmerje amplitud

AN A
= 39)
/i \/a)4+(/1a)Tl) —220* (Twsin T +cos T )+ A’

Primer grafa (39) je prikazan na sliki 6. Za velike frekvence @ je sistem stabilen saj je

Ji

——|=0. Za majhne frekvence @ pa velja razvoj v Taylorjevo vrsto
k-1

lim

D—>0

s

zato je sistem asimptoticno stabilen za

AT?>2 (41)
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Slika 6: Razmerje amplitud pri le = 3 za razli¢ne vrednosti 7/T,

Numeric¢ni izrac¢un

Za numeri¢no reSevanje enacbe (1) je najprimernejSa Eulerjeva eksplicitna metoda, ki
ima v linearnem primeru enako natanc¢nost kot metoda cetrtega reda tipa Runge-Kutta.
Po Eulerjevi metodi razdelimo ¢asovno os na enake Casovne intervale Af, casovne
odvode pa aproksimiramo s kon¢nimi diferencami

dxn - xn,k+l _xn,k
dt |, At
(42)
an - vn,k+l - Vn,k
dt |, At

pri ¢emer sta

(43)
Vi, =V (tn):vk (nAt)
Naj bo zakasnitev 7" doloCena tako, da je mnogokratnik intervala A¢
T =mAt (44)
potem sta ¢asovni zakasnitvi lege in hitrosti
X om =% 2, =T )=x,(nAt —mAt
k.n k ( ) k ( ) (45)

Verm = Vi (tn —T) =V, (n At—mAt)
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Ce vsatvimo (45) in (42) v ena¢bo (1) dobimo sistem diferenénih enaéb z dvema
neodvsnima spremenljivkama £ in n:

xk,n+l = xk,n + At Vk,n
(46)
vk,n-H = vk,n + ﬂ’ At (vk—l,n—m - vk,n—m )

ki ga lahko reSujemo po korakih, ¢e je znan zakon gibanja ¢elnega vozila. Pri znani
hitrosti lahko pospesek izra¢unamo po priblizni formuli

A% -V
ak, — k,n+1 k.n (47)

Racunski postopek je numericno stabilen za A Af<1.

Predpostavimo, da je pospeSek celnega vozila podan s stopniCasto funkcijo, ki je
definirana na m, Casovnih intervalih

0 t<0
a(t)=1 & 1. <<t (48)
0 t>t

Hitrost je potem

t
vy T J‘ a (t
(49)
J— .
=vo+ > a) (6=t )+a (t-1,,).
I=1
pri Cemer je
0 <t
. _ J
(t tf)+ {t—tj 1>t
Gornjo formulo lahko s pomocjo identitete
L=1 :(t_tl—l)_(t_tl) (50)

zapiSemo tudi v obliki, ki je primernejsa za programiranje

vO+Z( —ao )t t,l) (51)
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pri Gemer gre j=1,2,...,m,+1.in je a(()o) = aém“”) =0.

Na osnovi sistema enacb (46) in (51) je bil izdelan rac¢unalniski program, ki kot vhodne
podatke sprejme Stevilo vozil v koloni, senzitivnost, zakasnitev, dolzino vozil, zacetno
hitrost kolone in ¢elnega vozila ter tabelo pospeskov Celnega vozila. Rezulti izracuna so
tabele in grafi, ki popisujejo cCasovno spreminjanje pospeSkov, hitrosti in lege
posameznih vozil v koloni. Program je bil izdelan v dveh verzijah in to za Matlab
interpretor, ter kot QuickWindows aplikacija v Fortran90.

Kot numeric¢ni zgled vzamemo naslednje podatke:

0 r<?2
(t)— -2 2<t<4 (52)
D)= 2 4<t<6
0 t>6

ki simulirajo nenadno zaviranje in pospesevanje ¢elnega vozila ([5]). Zacetna hitrostjo
kolone in Gelnega vozila naj bo v, =15[m/s], ter dolzina vozil L=>5[m]. Rezultati
izracuna za Chandlerjev modela pri 4=0.5 in 7T =1 ter Pipesov modela pri 7, =2 so

prikazani na slikah 1, 2 in 3. Razmak med vozili v stacionarnem stanju je v obeh
primerih enak d = 30[m] .

Acceleration [m/s’]

Acceleration [m/s]

Time [s]

Slika 1: Pospeski kolone vozil pri nenadnem zaviranju in pospesevanju ¢elnega vozila
za Chandlerjev model pri A =0.5 in T =1, ter Pipesov model pri 7, =2
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Slika 2: Hitrosti kolone vozil pri nenadnem zaviranju in pospesevanju ¢elnega vozila za
Chandlerjev model pri A =0.5 in 7' =1 ter Pipesov model pri 7, =2

Po podobnem postopku kot pri Chandlerjevem modelu pridemo do naslednjega sistema
diferen¢nih enacb

xk,n+1 = xk,n + At vk,n
(53)
vk,n+l = vk,n + /1 At (‘xk—l,n—m - xk,n—m - L - ]—ivk,n—m )

Za numericni primer smo vzeli model z 4 =3 in tri razli¢ne primere vrednosti 7] in 7.
Rezultati izracunov so prikazani na slikah 7, 8 in 9.
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Acceleration [m/s?] Acceleration [m/s?]

Acceleration [m/s?]

Slika 7: Primerjava pospeskov kolone vozil pri nenadnem zaviranju in pospesevanju

5 A=3
5 4
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T=00
T T T T T
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5 T =
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3 T=025
T T T T T
0 6 8 10 12
r=3
T,=1
Y 5 T=035
T T T T T
0 6 8 10 12
Time [s]

14

Celnega vozila za Kalifornijski model.
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Velocity [m/s]

Velocity [m/s]

Velocity [m/s]

Time [s]

Slika 8: Primerjava hitrosti kolone vozil pri nenadnem zaviranju in pospeSevanju
celnega vozila za Kalifornijski model.
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Slika 10: Primerjava pospeSka prvega vozila v koloni za razlicne modele
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Slika 11: Primerjava hitrosti prvega vozila v koloni za razlicne modele
Primerjava modelov

Za primerjavo modelov smo vzeli Pipesov model z 7, =2, Chandlerjev model z
A=0.5 in T =1, ter dva primera Kalifornijskega modelaz 4=0.52, 7,=2 in 7 =0

ter 7'=0.63. Rezultati izrac¢unov za prvo vozilo v koloni so prikazani na slikah 10, 11
in 12. Iz slike 10 in 11 vidimo podobnost Pipesovega in Kalifornijskega modela brez
zakasnitve ter Chandelerjevega modela in Kalifornijskega modela z zakasnitvijo. Iz
slike 12 pa vidimo, da dajejo trije modeli skoraj enako sliko med razmakom in
relativno hitrostjo, odstopa le Kalifornijski model z zakasnitvijo.

Zakljucek

V tem prispevku sta bila analiticno in numeri¢no obdelana dva klasi¢na linearna modela
gibanja kolone vozil. Oba modela sta za dolo¢ene vrednosti parametrov lokalno in
asimptoti¢no stabilna. Numeri¢ni primeri so nadalje pokazali, da dajeta oba modela
podobne rezultate. Za Kalifornijski model je bilo pokazano, da je lokalna stabilnost
odvisna od zakasnitve T, kar je v nasprotju z trditvijo Hollanda ([6]),
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