4.
ENERGIJA

Newtonov zakon dinamike F = ma omogo¢a izra¢un
pospeska, ¢e so znane sile, uginkujote na telo. Izracu-
nani pospesek integriramo in dobimo hitrost (v) telesa
kot funkcijo asa. Ratun se zaplete, Ce se sile spremi-
njajo s ¢asom oziroma s krajem.

Kadar je znano, kako so sile odvisne od €asa, olajsamo
zgoraj omenjeni problem tako, da uporabimo gibalno
koli¢ino (G = mv) in sunek sile (gl. 2.2-2.5). Zadniji je
dan s produktom sile in ¢asovnim intervalom njenega
udinkovanja ter je enak spremembi gibalne koli¢ine
telesa. Konéna gibalna koli¢ina (mv;) je enaka vsoti
zadetne gibalne koligine (mv,) in sunka sile, ki ga’je

telo med potjo prejelo. Tako lahko s pomocjo sunka

sile ugotovimo koné&no hitrost v,, ne da bi morali racu-
nati, kolik§na je v vmesnih trenutkih. o

Nekaj podobnega napravimo, ¢e vemo, kako se sila

spreminja s krajem. Tedaj silo integriramo po poti. ’

Dobljeni produkt se imenuje delo sile (A) in je enak
spremembi kinetiéne energije telesa (W, = mv3/2).
Koné&na kinetiéna energija telesa (Wi, = mv3/2) je vsota
njegove zagetne kineticne energije (Wix = mvi/2) in
dela A, ki ga telo prejme spotoma (ki ga sile opravijo
spotoma). Torej lahko tudi v tem primeru dologimo
kon&no hitrost telesa, ne da bi jo bilo treba poznati v
vseh vmesnih trenutkih.

Zgornjo ugotovitev dokazemo tako, da Newtonov

zakon dinamike F = ma pomnozimo na levi in desni

strani skalarno z vektorjem premika telesa ds:
F-ds=ma-ds

Ker je a = dv/dt in v = ds/dt, lahko zapiSemo:

ma - ds = m(dv/df) - ds = mdv - (ds/dt) = mv - dv =
= md(vV3)/2 = d(mv¥2) :

tako da dobimo:

F-ds = d(mv?2) (@.1)

"Skalarni produkt éile F in premika ds njenega prijema-

liséa je po definiciji delo sile na poti ds (oznaCimo ga z
dA), koligéina mv?/2 pa je kinetiéna energija telesa z
maso m pri hitrosti v:

W = mv?/2 (4.2

Vidimo, da je delo sile enako sprerhembi kineti¢ne
energije telesa:

dA = dW
Z delom in kinetiéno energijo smo se sicer Ze seznanili

v sredniji $oli, toda ti koligini sta dovolj pomembni, da
zasluzita ponovitev. .

Delo sile in moé

Delo sile je po definiciji skalarni produkt sile in pre-
mika njenega prijemali$¢a. Na kratki poti ds opravi
sila F delo:

dA =F-ds = Fdscose = F'ds (slika4.1) (4.3a)
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kjer je F projekcija sile F na smer premika, ¢ pa kot
med smerjo sile in smerjo premika. Delo je torej enako
produktu premika in projekcije sile na smer premika.
Pravimo, da delo opravlja projekcija sile na smer pre-
mika.

Sila, ki je pravokotna na smer premika, med tem premi-
kom ne opravlja dela: dA = 0 za ¢ = 90°. Ce sila kaze v
smer premika (¢ < 90°), je njeno delo pozitivno.
Nasprotno: delo sile je negativno, ¢e sila nasprotuje
premiku (. > 90°), ¢e ima njena projekcija F’
nasprotno smer kot premik.

Celotno delo A na dalj$i poti s je algebraiéna vsota
(oziroma integral) diferencialnih del dA, opravljenlh na
posameznih kratklh odsekih ds:

A=jdA=fF-ds (4.3b)
Ce je celoten premik s premoérten in sila F med potjo

stalna, lahko izpostavimo F iz integrala in dobimo za
delo preprost izraz:

A=F-s= FscoquJ ' (4.3¢c)

Sila opravi na dani poti najve¢ dela, ¢e je usmerjena v
smer premika (¢ = 0°, tedaj dela celotna sila):

A=Fs zagp=20°

Merske enote za delo: J (joule, izg. dZzul) = Nm =
= kgm?s? (toliko dela opraw sila 1 N na poti 1 m, ce
kaze v smer premika); vedji enoti sta kd = 10% (kilod-
zul) ter MJ = 10%J (megadzul). Stari enoti: kpm 9,81 J
(kilopondmeter) ter erg = dina - cm = 107 J.

Recimo, da na telo uginkuje ve¢ sil hkrati, npr. Fy, Fy,

.. Med danim premikom telesa opravijo sile, ki uinku-
jejo v smeri premika, pozitivno delo, zaviralne sile (ki
premiku nasprotujejo) pa negativno delo. Celotno delo
vseh sil je algebrai¢na vsota del posameznih sil:

A=A1+A2+

Ce so premiki prijemali¢ posameznih sil enaki, npr. s
(kot pri translatornem premiku telesa), velja A =F,-
s, A =F;- . ter

A=(F1+F2+...)'S=F‘s

kjer je F rezultanta delujoc¢ih sil. Pri translatornem
premiku telesa je celotno delo vseh delujocih sil kar
enako delu rezultante sil. To seveda ne velja za pre-
mike, kjer se prijemalis¢a sil razllcno premikajo, kot
npr. pri vrtenju telesa.

Primeri: -

1. Med navpi¢nim spustom telesa m za viSinsko razliko
h (slika 4.2a) opravi teza telesa pozitivho delo A =
= mgh. Enako veliko dela opravi teZa telesa pri posev-
nem spustu navzdol po klancu z naklonskim kotom @
(slika 4.2b). Res je pot daljSa (s = h/sing), zato pa dela
ne opravlja celotna teza mg ampak le njena dinami¢na
komponenta F; = mgsing, takodaje A = Fds = mgsing
h/sm(p mgh. .

Slika 4.1

- ———— mg sing
\

Slika 4.2

mg

Slika 4.3
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Med gibanjem navzdol je delo teze pozitivno in enako
mgh, kjer je h visinska razlika spusta (neodvisno od
strmine spus€anja). Med dviganjem pa teza telesa
opravlja negativno delo (= — mgh), medtem ko je pri
premikanju v vodoravni smeri. delo teze nic.

2, Vleéna sila F vie€e vrv, ki vodi prek pritrjenega in
gibljivega skripca, in s tem dviguje breme m (slika 4.3).
Koliko dela opravita vlecna sila Fin teza bremena (mg),
ko se breme dvigne za vis§ino h?.

Teza bremena med dvigom za h opravi negativno delo
A, = = mgh. PrijemaliSCe vlecne sile F se premakne za
2h (gibljivi Skripec se kotali navzgor po levi viseéi vrvi,
zato se vrv na desni strani tega Skripca dviguje dvakrat
hitreje kot sredisce Skripca, gl. kotaljenje, str. 74), torej
ta sila opravi delo A, = F - 2h. Obe sili skupaj opravita
delo:

A=A + A, = (2F - mg)h

Ce se breme dviguje enakomerno, je 2F = mg in zato
A = 0 (kolikor pozitivhega dela opravi vleéna sila F,
toliko negativnega opravi teza bremena in je zato
celotno delo nic).

3. Delo prozne sile. Ko raztegujemo prozno vzmet,
premagujemo silo proznosti, s katero vzmet nasprotuje
raztezku; ta narad¢a premo sorazmerno z raztezkom x
vzmeti. Vle¢na sila se povecuje z raztezkom vzmeti po
enacbi: F = kx (k je konstanta proznosti vzmeti, gl. str.
43).-Ko se raztezek vzmeti poveca od x na x + dx (to je
za dx), opravi vleéna sila F = kx delo dA = Fdx = kxdx.
Celotno delo, potrebno, da se vzmet raztegne od 0 do
konénega x, je enako:

A= [dA = flodx= ko2 (4.4)

Prozno vzmet raztegnemo za x; = 2 cm, za kar je
potrebna sila F; = 5 N. Koliko dela mora opraviti vieGna
sila, da poveca raztezek te vzmeti z x; na x; = 6 cm?

A= kadx = (K2)(x3— x3) = (F/2x;)(x3— x3) = 0,4 J

Delo sile pri vrtenju -

Med vrtenjem telesa okrog stalne osi krozijo prijema-
lis¢a delujocih sil v ravninah, ki so pravokotne na
vrtilno os. Zatorej sile, ki so vzporedne z vrtilno osjo,
med vrtenjem ne opravljajo dela (gl. str. 64). Delo
opravljajo projekcije sil na ravnino, ki je pravokotna na
vrtiino os. Recimo, da sila F lezi v tej ravnini; njeno
prijemali§¢e je npr. oddaljeno od vrtiine osi za r (slika
4.4),

Med majhnim zasukom telesa za két do se prijemali$ée
sile F premakne za lo&ni element ds = rde, zato sila F
opravi delo:

dA = F'ds = Fsing - rdg

kjer je 8 kot, ki ga smer sile oklepa z radijem r. Produkt
rsin@ je rocica sile (r’, gl. str. 64) in dobimo:

dA = Frde = Mdg

pri emer je M navor sile F,

Pri vrtenju je delo enako produktu navora in kota
zasuka. Pravimo, da pri vrtenju opravija delo navor
sile.

Zgoraj smo vzeli, da sila F lezi v ravnini, pravokotno na
vrtilno os. Navor sile M = r X F (gl. 3.22) ima torej smer
vrtilne osi, enako kakor két zasuka de (gl. str. 23). Ce
sila F ne lezi v tej ravnini, moramo upostevati projek-
cijo navora M na smer vrtilne osi, to je vzeti skalarni
produkt navora in kota zasuka:

dA =M - do¢

Celotno delo, ki ga opravi navor M pri ve¢jem zasuku,
je dano z integralom:

@8)

»
Kadar uéinkuje na vrteCe se telo hkrati ve¢ navorov, v
sploSnem izraGunamo delo vsakega navora posebe;j.
Le pri togem telesu, ¢e je zasuk prijemali§¢a vsake sile
enak, dobimo celotno delo neposredno iz gornje
enacbe (4.5), pri cemer je M rezultanta vseh delujoéih
navorov.

Primera:

1. Vrv je navita na obodu gredi, ki se lahko vrti okrog

" vodoravne osi (slika 4.5). Na vise¢i konec vrvi obesimo

utez m. Koliko dela opravi teza utezi med spustom za
h? Koliko od tega dela prejme sama utez in koliko
vrteéa se gred? : '

' Med spustom za h opravi teza uteZi delo mgh. Ce bi

uteZ prosto padala, bi to delo v celoti poveéevalo njeno
kineti¢no energijo in bi zato prosto padala. Ker pa je
privezana na-vrv, njeno padanje zadrzuje sila Fv vrvi, ki
opravlja negativno delo. Utez zato prejme le delo A, =
= (mg - F)h.

Sila Fvrti gred z navorom M = AF. Ko se utez spusti za
h, se gred zasude za két ¢ = h/Rin sila F opravi delo A,
= Mg = RF - h/R = Fh, ki ga prejme gred. Velja: A; + A,
= mgh. Sila.F v vrvi torej omogo¢a, da se nekaj opra-
vljenega dela prenese z utezi na gred. Delo A povecéuje
kinetiéno energijo padajoce utezi, delo A, pa kineti¢no
energijo vrtece se gredi.

2. Vijak omogoca spreminjanje dela navora med vrte-
njem v delo sile pri linearnem premiku. Ko vijak zavr-
timo z navorom M za polni két 2x (in opravimo delo
A = Mg = 2aM), se vijak pomakne za h (viS§ina navoja)
in potisne naprej s silo F, tako da je: A = 2zM = Fh ali
F = 2aM/h.

Mo¢

Poleg dela (A) je pomemben tudi ¢asovni interval, v
katerem je delo opravljeno, to je pomembna je moé (P),
ki predstavlja delo, opravljeno v éasovni enoti. Ce se
delo dA opravi v kratkem ¢asovnem intervalu dt, je mo¢
enaka:

(46)

T
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Merska enota moéi je 1 W (watt) = J/s. Stroj dela z
moé&jo 1 W, &e vsako sekundo opravi 1 J dela. Stare
enote moé&i: 1 kpm/s = 9,81 W, KM (konjska mo¢, HP) =
75 kpm/s = 736 W = 0,736 kW. Ce delamo s stalno
mocjo P, opravimo v ¢asu od 0 do {, delo:

A=Pt (P = konst.) (4.7)

Enoto dela —J = Nm = kgm?s? — pogosto izrazimo z
enoto modi in piSemo:

J = Ws (wattsekunda)
Vedji enoti dela te vrste sta:

Wh (wattura) = W-h = W -3 600s = 3,6 kJ
kWh (kilowattura) = kW - h = 3,6 MJ

Delo 1 kWh opravi stroj, ki dela eno uro s stalno moé&jo
1 kW.

Ce se moé& P spreminja s ¢asom, radunamo opravljeno .

delo takole: v kratkem ¢asovnem intervalu dt opra-
vljeno delo znasa: dA = P(f)dt, v daljSem &asu (npr. od
0 do ty) pa:

- ty
A= [dA= Oj P(t)dt (4.7a)

Na grafu (slika 4.7), ki prikazuje odvisnost moci od
¢asa, P(t), je opravljeno delo predstavijeno s plos€ino
pod krivuljo mogi. Pri ¢asovno spremenljivi moci nas
zanima povreéna mo¢ P, to je mo¢, s katero moramo

, stalno delati, da opravimo enako veliko dela (A) kot pri

spremeljivi mod¢i, to je:

A = Eto
Na ¢asovnem grafu moci (slika 4.7) postavimo pov-
pre¢no mo¢ P tako visoko, da je plo3&ina pravokotnika
Pt, enaka ploscini A pod krivuljo moéi, to je:

_ ty '

P-to= [P(Hdt ali

— O g .

P = (1/ty) | P(dt (4.8)

0

Pri stalni mo¢i: P(t) = P je seveda P=P.

-Primer:

Mo¢ stroja se poveéuje s Casom linearno od ni¢ nav-
zgor do vrednosti P; = 3 kW, ki jo doseZe po €asu t; =

= 6s, nato je stalna do trenutka t, = 46 s, nakar se
linearno zmanjsuje in doseZe ni¢ po ¢asu t; = 60 s od"

zadetka. Koliksna je povpreéna mo¢ tega stroja?

— ty
Pty = [P(dt = Pity/2 + Pi(ty — ) + Pi(ts — 1)/2
P = Py(t, + t; — t,)/2t; = 0,83P; = 2,5 kW

Stroj med tem éasom opravi delo A = I;ta = 25kW -
60s = 150 kWs = 150 kJ = 0,15 MJ.

Slika 4.4

mg

Slika 4.5

Mo¢ pri premem gibanju: P = dA/dt = F - ds/dt=F - v,
ker je v = ds/dt. - .

[P=Fv] )

Slika 4.6
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Mot sile pri premem gibanju je skalarni produkt sile
in hitrosti. To velja ne glede na vrsto gibanja (pospe-
$eno ali pojemajoce) in ne glede na smer sile.

Primera:

1. Na telo m uginkuje sila F. Kako se hitrost telesa
spreminja s ¢asom, ¢e je mo¢é sile stalna in €e je telo v
zacetku mirovalo?

Ker imata sila in hitrost enako smer, lahko vektorske
znake opustimo:

P=F-v=v-ma=v-mdvidt ali
vdv = (P/m)dt

Po integraciji (upo$tevaje zadetni pogoj: v=0zat=0)
dobimo:

v = (2P/m)t ali
v = (2Pt/m)"?2

Pri stalni modi se hitrost povecCuje s korenom ¢&asa.

Do enakegé rezultata pridemo hitreje, ¢e se spo-mnimo.
da delo A = Pt poveéa kineti¢no energijo telesa (od 0
do mv?/2), tako da je: Pt = mv?/2.

Kako se mora sila F spreminjati s ¢asom, da je njena
moé med gibanjem stalna? F = Plv = (mP/21)'2,

Kako se spreminja s ¢asom mo¢ pri gibanju, ¢e je sila F
stalna?

2. Kolikéna moc je potrebna, da vleéemo hlod z maso
m = 200 kg po vodoravnih, zamrznjenih tleh s stalno

hitrostjo v = 2 m/s? Drsni torni koeficient med hlodom
in tiemi je , = 0,1.

Ker je hitrost stalna, mora biti viecna sila F enaka torni
sili F; = kN = kymg (gl. str. 38). Sledi:

P = Fv = kymgv = 400 kgm?/s® = 400 J/s = 400 W

Moé¢ pri vrtenju. Pri vrtenju opravlja delo navor M. Ko
se telo zasuce za két deg, opravi navor M (ki ima smer
osi zasuka) delo dA = Md¢. Mo¢ navora zato zna$a:

P = dA/dt = M - dg/dt = Mo

(4.10)

Mo¢ pri vrienju je produkt navora in kotne hitrosti
vrienja ’ ‘

Mo¢ vrtete se gredi enostavno izmerimo s t.i. Prony-
jevo zavoro (slika 4.8). Gred objamemo z jarmom
(zavoro), ki se podalj$uje v rocico, na kateri se pomika
znana utez. Vrteca se gred skusa prek torne sile zavr-
teti jarem z navorom M navzgor; ta navor uravnove-
simo s protinavorom uteZi, tako da rodica ostane vodo-

ravna (kljub vrtenju gredi). S tem dolo¢imo navor M

gredi, njeno kotno hitrost « pa izmerimo npr. s strobo-
skopsko metodo (glej srednjeSoisko fiziko). Iskana
- mo¢ gredi je: P = Maw. »

Primer:

Mo¢ vrtenja prenasamo z ene gredi na drugo s presta-
vami, npr. z jermenom (slika 4.9). Gonilna gred se vrti z
moc¢jo Py in s kotno hitrostjo wq; na njej je pritriena
jermenica s polmerom R;. Prek nje vodi jermen do
jermenice (polmer Ry) na drugi (vzporedni) gredi. Jer-
men vrti gnano gred z navorom M, in s kotno hitrostjo
w,, tako da ta prejema mo¢ P, = M,w,. DokaZi, da je
mo¢ gonilne gredi enaka moéi gnane gredi (P, = P).

Jermen se giblje s hitrostjo v, ki je obenem obodna

" hitrost obeh gredi, zato velja: v = Rjw; = R.w; ali

(02/601 = R1/R2

Gred z veéjo jermenico se vrti podasneje od gredi z
manj$o. V napetem delu jermena ucinkuje sila F, ki jo
povzroéa gonilna jermenica (silo v ohlapnem delu
zanemarimo, gl. str. 40). Ta napenja jermen z navorom
M; = Pi/wy = FRy4, tako da je F = Py/Ry = Py/w. Jermen
pa poganja gnano jermenico z navorom M, = FR,, zato
gnana gred prejema mo¢ P, = Mpw, = F - Rpwp = Fv =
= P;. Vidimo, da se mo¢ gonilne gredi (M w,) prenasa
prek jermena (= Fv) na gnano gred (= Myw,). Pri dani
gonilni moci P; se gnana gred vrti s tem vecjim navo-
rom, &im ved;ji je polmer njene jermenice (in ¢im pocas-
neje se vrti). Pri voznji z avtomobilom v klanec moramo
zato prestaviti v niZzjo prestavo (to je vkljugiti vegje
zobato kolo na gnani osi), da ima gnana os s kolesi
vedji navor, Ki je potreben za premagovanje dinamiéne
komponente tezZe.

- Kineticna energija

Toékasto telo z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, ima
kinetiéno energijo W, = mv?2 (gl. 4.2). Ta izraz lahko
uporabimo tudi za veéje telo, ¢e se telo giblje transla-
torno, torej ¢e ima vsak del telesa enako hitrost:

kineti€na energija
translatorno gibajo¢ega (4.11)

W, = mv?/2
‘ se telesa

Hitrost v-translatorno gibajotega se telesa v splodnem

predstavimo z vektorsko vsoto hitrosti telesa vzdolz
posameznih koordinatnih ‘osi: v = ve, + v, + v,e,
(gl. 1.3). Kvadrat hitrosti je vsota kvadratov projekcij
hitrosti na koordinatne osi (gl. 1.5): v2 = v% + v& + v2,
zato je kinetiéna energija translatorno gibajoega se
telesa v sploSnem vsota kinetiénih energij zaradi
gibanja telesa vzdolz posameznih koordinatnih osi:

Wi = mv#2 = mv2/2 + mvZ/2 + mvZ/2 - -(4.11a)

Kineti¢no energijo togega telesa, ki se vrti s kotno
hitrostjo w okrog stalne osi, pa izpeljemo takole: Telov
mislih razdelimo na diferencialne masne elemente dm.
Ti kroZijo okrog izbrane vrtilne osi-z enako kotno
hitrostjo w (gl. sliko 3.27). Element dm z oddaljenosti r
od osi krozi z obodno hitrostjo v = rw in ima zato
kineti¢no energijo dW, = dm - v¥2 = dm - r’w?/2. Kine-
tiéna energija W, celotnega rotirajoéega telesa je vsota
(integral) kineti¢nih energij posameznih diferencialnih
masnih elementov:
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Wi = [dW, = [dm - rfe¥2 = (o?2) [r’dm

— 2 kineticna energija
Wi = Jo72 rotirajoéega telesa (4.12)

kjer je J vztrajnostni-moment telesa glede na izbrano
vrtilno os (gl. 3.26). Zgornji izraz velja ne glede na lego
vrtilne osi; lahko je os tudi izven telesa (odvisnost od
lege vrtilne osi je zajeta v vztrajnostnem momentu J
telesa).

Kakor lahko kinetiéno energijo translacijsko gibajo-
€ega se telesa izrazimo kot vsoto kinetiénih energij
zaradi gibanja vzdolZ posameznih koordinatnih osi
(4.11a), tako lahko tudi kinetiéno energijo togega
telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo w okrog poljubne osi
predstavimo Kot vsoto kineti¢nih energij zaradi vrtenja
telesa okrog posameznih glavnih osi:

Wi = ho¥/2 + Hod2 + Jywd2 (4.12a)

Kjer so Jy, J» in J3 glavni vztrajnostni momenti togega
telesa, w, w, in w4 pa kotne hitrosti vrtenja telesa okrog
ustreznih glavnih osi (glej podobng izvajanje vrtilne
koli¢ine togega telesa, str. 80): o = wie, + w.e, +
+ wge;.

Dokaz: W, = (1/2)fv2dm, v=uawXr(gl153c), v2 =
=v- v—(er) V= -(rXv)=(>?+29e? + (2% +

o+ XAk + (X + yz)a)a — &leni z meSanimi produkti xy,

yz, zx (gl. 3.56a). Ce koordinatne osi X,y in z sovpadajo
z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa, izpadejo iz inte-
grala vsi dodatni ¢leni z me$animi produkti xy, yzin zx
(izpadejo centrifugalni vztrajnostni momenti, gl. 3.35)
in ostanejo le prvi trije éleni, v katerih nastopajo glavni
vztrajnostm momenti J1, Jo in J3 (gl. 3.34), to je: W, =

= Lo¥2 + JHowd2 + Jy03/2, kar smo morali dokazati.

Poglejmo $e, kako napiSemo kinetiéno energijo kota-
le€ega se telesa TeZiScCe telesa se giblje s hitrostjo v,,
obenem se telo Se vrti okrog osi skozi tezi§ée s kotno
hitrostjo w, ki je pravokotna na ravnino lista (gl. sliko
3.54). Hitrost v masnega elementa dm, ki je oddaljen od
vriilne osi (teziS¢a) za r, je vektorska vsota hitrosti v,
zaradi gibanja tezi§€a in obodne hitrosti v’ zaradi vrte-
nja telesa okrog osi skozi tezi§ée (v' = rw):v=v, + v'.
V izrazu za Kineti¢no energijo nastopa kvadrat hitrosti:

=W, + V)2 =vi+tvZi4 o v =vc+r2w +
2vcwrcosé kjer je & kot med smerjo v; in v’ (gl. sliko
4.10). Dobimo:

= (1/2)I(V§ + r’w?® + 2v;wx)dm

kjer je x = rcosé koordinata masnega elementa dm,
merjena iz te2i§¢a telesa. Integral tretjega &lena je v
zvezi s koordinato x, teziS¢a telesa, ki je nig, ker je

Mixvy

koordinatno izhodis¢e v teziséu (glej podoben sklep
pri izpeljavi Steinerjevega stavka, str. 68). Sledi:

— 2, kineticna energija
Wi = mé/2 + Joo /2| kotaledega se telesa (4.13)

Kineti€na energija kotale¢ega se telesa je vsota kine-

titne energije zaradi gibanja teziéa in kinetiéne
energije zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezisce.

Ker lahko Kkotaljenje predstavimo kot &isto rotacijo
okrog trenutne osi skozi dotikali$&e (gl. str. 74), lahko

~ tudi kineti¢no energijo kotaleega se telesa pisemo kot
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Mo¢ sile pri premem gibanju je skalarni produkt sile
in hitrosti. To velja ne glede na vrsto gibanja (pospe-
deno ali pojemajoce) in ne glede na smer sile.

Primera:

1. Na telo m ucinkuje sila F. Kako se hitrost télesa
spreminja s ¢asom, ¢e je mo¢ sile stalna in Ce je telo v
zagetku mirovalo?

Ker imata sila in hitrost enako smer, lahko vektorske
znake opustimo:

P=F-v=v-ma=v-mdvidt ali
vdv = (P/m)dt .

Po integraciji (upostevaje zadetni pogoj: v=0zat=0)
dobimo:

vZ = (2P/m)t ali
v = (2Pt/m)"?

Pri staini moci se hitrost povecuje s korenom ¢asa.

Do enakegé rezultata pridemo hitreje, Ce se spomnimo,
da delo A = Pt poveca kinetiéno energijo telesa (od 0
do mv%2), tako da je: Pt = mv?%2.

Kako se mora sila F spreminjati s ¢asom, da je njena
moé med gibanjem stalna? F = Plv = (mP/2t)"2.

Kako se spreminja s Gasom mo¢ pri gibanju, ée je sila F
stalna?

2. Kolikdna mo¢ je potrebna, da vle€emo hlod z maso
m = 200 kg po vodoravnih, zamrznjenih tleh s stalno
hitrostjo v = 2 m/s? Drsni torni koeficient med hlodom
in tlemi je k; = 0,1.

Ker je hitrost stalna, mora biti vleéna sila F enaka torni
sili F; = kN = kumg (gl. str. 38). Sledi:

P = Fv = kymgv = 400 kgm?/s® = 400 J/s = 400 W

Mo¢ pri vritenju. Pri vrtenju opravlja delo navor M. Ko
se telo zasucde za két deg, opravi navor M (ki ima smer
osi zasuka) delo dA = Mdg. Moé¢ navora zato znasa:

P = dA/dt = M - dg/dt = Me

(4.10)

Moc pri vrtenju je produkt navora in kotne hitrosti
vrtenja ’ :

Mo¢ vrtede se gredi enostavno izmerimo s t.i. Prony-
jevo zavoro (slika 4.8). Gred objamemo z jarmom
(zavoro), ki se podaljSuje v roéico, na kateri se pomika
znana utez. Vrte€a se gred sku$a prek torne sile zavr-
teti jarem z navorom M navzgor; ta navor uravnove-
simo s protinavorom utezi, tako da ro€ica ostane vodo-
ravna (kljub vrtenju gredi). S tem dologimo navor M

gredi, njeno kotno hitrost w pa izmerimo npr. s strobo-

skopsko metodo (glej srednjesolsko fiziko). Iskana
- mo¢ gredi je: P = Mo. :

Primer:

Mo¢ vrtenja prenasamo z ene gredi na drugo s presta-
vami, npr. z jermenom (slika 4.9). Gonilna gred se vrti z
modéjo Py in s kotno hitrostjo w4; na njej je pritrijena
jermenica s polmerom R;. Prek nje vodi jermen do
jermenice (polmer R,) na drugi (vzporedni) gredi. Jer-
men vrti gnano gred z navorom M, in s kotno hitrostjo
w,, tako da ta prejema moé P, = M,w,. Dokazi, da je
mo¢ gonilne gredi enaka modi gnane gredi (P, = Py).

_Jermen se giblje s hitrdstjo v, ki je obenem obodna

hitrost obeh gredi, zato velja: v = Rywy = Ry, ali
wg/CU1 = R1/R2

Gred z vedjo jermenico se vrti podasneje.od gredi z
manj$o. V napetem delu jermena uéinkuje sila F, ki jo
povzro¢a gonilna jermenica (silo v ohlapnem delu
zanemarimo, gl. str. 40). Ta napenja jermen z navorom
M, = Py/wy = FRy, tako da je F = Py/Ry = Py/w. Jermen
pa poganja gnano jermenico z navorom M, = FR,, zato
gnana gred prejema mo¢ P, = Mows = F - Ry, = Fv =
= P,. Vidimo, da se mo¢ gonilne gredi (M;w,) prenasa
prek jermena (= Fv) na gnano gred (= M,w,). Pri dani
gonilni moé&i P; se ghana gred vrti s tem veéjim navo-
rom, &im veéji je polmer njene jermenice (in éim podas-
neje se vrti). Pri voznji z avtomobilom v klanec moramo
zato prestaviti v nizjo prestavo (to je vkljuciti veéje
zobato kolo na gnani osi), da ima gnana os s kolesi
vedji navor, ki je potreben za premagovanje dinami¢ne
komponente teze.

" Kinetiéna energija

Toc¢kasto telo z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, ima
kinetiéno energijo W, = mv?2 (gl. 4.2). Ta izraz lahko
uporabimo tudi za vedje telo, ée se telo giblje transla-

torno, torej e ima vsak del telesa enako hitrost:

kineti¢na energija
translatorno gibajo¢ega
se telesa

W = mv¥2 (4.11)

Hitrost v translatorno gibajoéega se telesa v sploshem
predstavimo z vektorsko vsoto hitrosti telesa vzdolz
posameznih koordinatnih osi: v = v.e, + ve, + v.e,
(gl. 1.3). Kvadrat hitrosti je vsota kvadratov projekgcij
hitrosti na koordinatne osi (gl. 1.5): v2 = v% + v2 + v2,
zato je kineti€na energija translatorno gibajocega se
telesa v splosnem vsota kineticnih energij zaradi
gibanja telesa vzdolZ posameznih koordinatnih osi:

Wi = m#/2 = mvZ2 + mvJ2 + mvZ2 - (4.11a)

Kineticno energijo togega telesa, ki se vrti s kotno
hitrostjo w okrog stalne osi, pa izpeljemo takole: Telov
mislih razdelimo na diferencialne masne elemente dm.
Ti kroZijo okrog izbrane vrtilne osi-z enako kotno
hitrostjo w (gl. sliko 3.27). Eiement dm z oddaljenosti r
od osi krozi z obodno hitrostjo v = rw in ima zato
kineti&no energijo dW = dm - v¥2 = dm - r?w?%2. Kine-
ticna energija W celotnega rotirajoega telesa je vsota
(integral) kineti¢nih energij posameznih diferencialnih
masnih elementov:

|
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89

Wi = [dW, = [dm - r?w¥2 = (0?2) [ridm

— 2 kineti¢na energija
Wi = Jo'/2 rotirajoéega telesa (4.12)

kjer je J vztrajnostni-moment telesa glede na izbrano
vrtilno os (gl. 3.26). Zgornji izraz velja ne glede na lego
vrtilne osi; lahko je os tudi izven telesa (odvisnost od
lege vrtilne osi je zajeta v vztrajnostnem momentu J
telesa). '

Kakor lahko kineticno energijo translacijsko gibajo-
¢ega se telesa izrazimo kot vsoto kineti¢nih energij
zaradi gibanja vzdolz posameznih koordinatnih osi
(4.11a), tako lahko tudi kinetiéno energijo togega
telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo w okrog poljubne osi
predstavimo kot vsoto kinetiénih energij zaradi vrtenja
telesa okrog posameznih glavnih osi:

Wi = S22 + Jood/2 + Jywd2 _‘ (4.12a)

kjer so Jy, Jp in Jy glavni vztrajnostni momenti togega
telesa, wy, w, in w3 pa kotne hitrosti vrtenja telesa okrog
ustreznih glavnih osi (glej podobng izvajanje vrtilne
koli¢ine togega telesa, str. 80): w = wie, + woe, +
+ W3e;. ) g

Dokaz: W, = (1/2)fv2dm, v=uwmXr(gl153c), v =
=vv=(Xn V=0 -(rXv)=(y?+ 29 + (22 +

-+ x)od + (x% + y*)wi — &leni z mesanimi produkti xy,

yz, zx (gl. 3.56a). Ce koordinatne osi x,y in z sovpadajo
z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa, izpadejo iz inte-
grala vsi dodatni &leni z me$animi produkti xy, yz in zx
(izpadejo centrifugalni vztrajnostni momenti, gl. 3.35)
in ostanejo le prvi trije ¢leni, v katerih nastopajo glavni
vztrajnostni momenti Jy, J; in J; (gl. 3.34), to je: W, =

= J103/2 + Jo0d2 + J3w?/2, kar smo morali dokazati.

Poglejmo $e, kako napiSemo kinetiéno energijo kota-
le€ega se telesa TeZiSce telesa se giblje s hitrostjo v,,
obenem se telo 8e vrti okrog osi skozi tezisce s kotno
hitrostjo w, ki je pravokotna na ravnino lista (gl. sliko
3.54). Hitrost v masnega elementa dm, ki je oddaljen od
vrtilne osi (teZis€a) za r, je vektorska vsota hitrosti v,
zaradi gibanja tezis¢a in obodne hitrosti v’ zaradi vrte-
nja telesa okrog osi skozi teziée (v' = rw):v=v, + v’
V izrazu za kineti€no energijo nastopa kvadrat hitrosti:
vi= (Vo + V)2 = v2 + v? 4+ 2v. Vv = V2 + rP? +
2v,wrcosd, kjer je 8 kot med smerjo v, in v’ (gl. sliko
4.10). Dobimo: ’ :

Wi = (1/2) [(v + r’e® + 2v;ox)dm

kjer je x = rcosé koordinata masnega elementa dm,

e

merjena iz tezisCa telesa. Integral tretjega &lena je v
zvezi s koordinato x, tezisca telesa, ki je ni¢, ker je

koordinatno izhodis¢e v tezisCu (glej podoben sklep
pri izpeljavi Steinerjevega stavka, str. 68). Sledi:

kineti¢na energija

_ 2
W = m@2 + J,0%2] kotaleéega se telesa

(4.13)

Kineti€na energija kotaleéega se telesa je vsota kine-
tikne energije zaradi gibanja teziséa in Kinetiéne
energije zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezi§¢e.
Ker lahko kotaljenje predstavimo kot &isto rotacijo
okrog trenutne osi skozi dotikali§&e (gl. str. 74), lahko
tudi kineti¢no energijo kotale¢ega se telesa pi$emo kot

Slika 4.7
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kinetiéno energijo kroZenja okrog trenutne osi, to je:
W, = Jo?/2, kjer je J vztrajnostni moment telesa glede
na trenutno os skozi dotikalisée.

Izrek o kinetiéni energiji

Kineti¢na energija togega telesa se spremeni, Ce sile

opravijo delo (gl. 4.1). Sprememba kinetiéne energije
je enaka delu (A) vseh sil, ki uéinkujejo na telo:

414

Tu je AW, sprememba kineti¢ne energije, to je razlika
med koné&no kinetigno energijo (W) in zacetno (Wi).

Kinetiéna energija telesa na koncu poti (W2) je enaka
vsoti kinetiéne energije na zaéetku (W) in dela A ki
ga sile spotoma opravijo na telesu:

Wk2 = Wk1 +A g (4143)

Ce sile opravijo pozitivno delo (A > 0, e pospesevalne
sile opravijo ve¢ dela kot zaviralne), je konéna kine-
ticna energija vecja od zacetne (Wi > Wi4). Tedaj
imamo pospeseno gibanje. Nasprotno velja za A <0;
kinetiéna energija telesa se zmanjsuje, gibanje je poje-
majoce.

V posebnem primeru, daje A=0, se kinetiéna energija
telesa ohranja, konéna kineti¢na energija je enaka
zacetni:

AW, =0 in Wge=W. za A=0 (4.14b)
kar ustreza enakomernemu gibanju.

Mirujoée telo nima kineti¢ne energije. Taksno telo se
lahko premakne le, ¢e uginkuje zunanja sila, ki opravi
delo, potrebno za pove&anje kineti¢ne energije. Vemo,
da se telo tedaj pospesi v smeri zunanje sile.

Drugade je, &e se telo Ze giblje, ¢e ima kineti¢no
energijo, npr. W, = zacetno kineti¢no energijo, ko
zaéno delovati zunanje sile. Tedaj se telo lahko giblje
tudi v nasprotni smeri, kot u¢inkujejo sile, kar pomeni,
da telo lahko »premaguje« sile, Ki nasprotujejo njego-
vemu gibaniju. Pri tem te sile opravljajo negativno delo,
ki zmanjsuje kinetiéno energijo telesa. Telo premaguje
zunanje sile na raéun manjSanja lastne kineti¢ne
energije, kar pomeni, da se upo&asnjuje. Pravimo, da
lahko telo z manjSanjem lastne kineticne energije
oddaja delo (premagujo¢ zunanje zaviralne sile). Cim
veé kinetiéne energije ima, tem veé dela lahko odda.
Torej je kinetiéna energija telesa nekak$na zaloga
dela, shranjenega v telesu.

Kinetiéna energija ima enako mersko enoto kot delo
sile, to jed = Nm = kgm?/s? (preizkusi enote).

Primeri:

1. Kroglico z maso m = 5 g izstrelimo s hitrostjo v; =
= 300 m/s skozi desko z debelino x = 5 cm; na drugi
strani izstopi s hitrostjo v, = 200 m/s. S koliksno pov-
preéno silo F se deska upira prodiranju kroglice
skoznjo? '

A=AWk=Wk2—Wk1 .
- Fx=(mi-mv32 ali
F= (m/2x)(v$— v3) = 2500 N = 2,5 kN

2. Zavorna pot avtomobila (glej 1. primer na strani 40).
Tokrat bomo problem resili s pomogjo izreka o Kine-
tiéni energiji. Delo zavorne torne sile F, = kkmg na
zavorni poti x je enako spremembi kineti¢ne energije:

A= AWk = Wk— WkO

—Fx=0-mvd2 ali
X = mvy2F, = v§2kg (gl.2.19)
3. Z vrha klanca spustimo telo, da za¢ne drseti nav-
zdol; drsni torni koeficient je k; = 0,2, nagib klanca
glede na vodoravno smer je ¢ = 25°. 8 koliksno hitro-
stjo (v) pridrsi telo do dna klanca, ki je dolgs =5m?

Pospesek drsenja po klancu smo racunali na strani 41
(gl. 2.22): a = g (sing — kcosg). Poglejmo $e, kako se
tega problema lotimo z energijskim izrekom. Na drsece
telo uginkujejo teza mg, pravokotna sila podlage (N)in
drsna torna sila F; = kN = kimgcosg. Prva opravi
pozitivno delo mgh (h = visinska razlika spusta =
= s-sing, glej 1. primer na str. 85), delo druge sile je
ni¢ (ker je pravokotna na smer.gibanja), tretja pa opravi
negativno delo — Fs. V celoti prejme telo delo A = mgh
— skymgcosg, ki poveta njegovo kineticno energijo od
0 (na vrhu klanca) na mv?/2 (na dnu):

mv¥2 = A = mgssing — skymgcose  ali
v= \/Egs(sinqo - kcosg) = V2as =49 m/s (4.15)

4. Vztrajnik je rotacijsko simetri¢no telo z velikim
vztrajnostnim momentom, prirejen za velike kotne
hitrosti vrtenja. Priklju¢en ‘je na gonilno gred pogon-
skih motorjev. Ko se gred z vztrajnikom zavrti, prejme
vztrajnik precejsnjo kinetiéno energijo (Jw?/2). Taizrav-
nava neenakomerno dovajanje kineti¢ne energije gredi
(npr. pri batnih motorjih) ter tako omogoc¢a enako-
merno uporabo, predvsem Vv trenutkih, ko zunanje
gonilne sile odnehajo (t.i. mrtvih tockah).

Posebno prirejeni vztrajniki se uporabljajo za skladis-
genje (akumuliranje) kineti€ne energije. Ve¢ ton tezki
vztrajniki (iz jekla ali iz oja¢ene plastike z vgrajenimi
steklenimi vlakni) se vrtijo z veliko frekvenco (npr.

6-8000 obr./min) in lahko shranijo ve¢ sto kWh kine- -

tiéne energije. Problem so seveda dobri in odporni
lezaji, da izgube kineti¢ne energije zaradi trenja niso
prevelike.

Ljudje so si celo izmislili avtobus (t.i. girobus), ki
izkoris&a kinetiéno energijo, shranjeno v vztrajniku. Na
zadetni postaji zavrtimo vztrajnik in nalozimo vanj
zalogo kineticne energije. Med voZnjo se kineti¢na
energija s prestavami prenasa s vztrajnika na pogon-
ska kolesa vozila. ‘

Kako hitro (v,) moramo zavrteti vztrajnik z vztrajno-
stnim momentom J = 80 kgm?, da bo zaloga kineti¢ne
energije zadosg¢ala do x = 4 km oddaljenega kraja, ¢e
se pri¢akuje povpre¢na sila odpora F (zaradi trenja,

-upora zraka in dinami¢ne komponente teZe na klancih)

okrog 15kN?

Fx = Jwd/2 = 22veJ  ali
vo = VFx/272J = 195/s = 11700/min
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5. KroZenje kroglice na vrvici. V poglavju vrtiina koli-
¢ina (str. 80) smo obravnavali kroZenje kroglice na
vrvici, ki vodi skozi luknjico na osi (slika 3.69). Zani-
malo nas je, kako se kotna hitrost (w) krozenja spremi-
nja z radijem r vrvice, ¢e tega zmanjSujemo tako, da
vle€éemo vrvico s silo F. Ugotovili smo, da se vrtilna
koli¢ina krozede kroglice ohranja.

I'=Jo = mr’w = konst. = mriw,

Zaradi tega se kotna hitrost kroZenja povecuje, ée se
polmer r zmanjsuje, kar pomeni, da se poveéuje tudi
kinetiéna energija kroglice:

W, = Jo?2 = I'¥2J = I'¥2mr

Ko se polmer r spremeni za dr, se kinetiCnha energija
kroglice spremeni za:

dW = (I%2m)d(1/r?) = — (IF¥mr¥dr

"Ce se polmer r zmanjsuje (dr negativen), se kineti¢na

energija poveéuje (dW, pozitiven), in obratno. Kine-
ticno energijo kroZzece kroglice povecuje vlec¢na sila F,
ki opravlja potrebno deio. Pri spremembi polmera r za
dr opravi vle¢na sila delo dA = —Fdr (predznak — zato,
ker je dA > 0 pri dr < 0, in obratno).

dA = dW,
- Fdr = —(I'¥mrddr
F=T%mr® = mriod/r* = mro? (= radialna sila)

Vie¢na sila je obratno sorazmerna s tretjo potenco
polmera kroZenja.

Poglejmo e soroden primer, le da vrvica ne vodi skozi
luknjico na osi, ampak se med krozenjem navija na
palico (polmer R), ki je v osi kroZenja (slika 4.11, palica
je pravokotna na ravnino lista). Tokrat lahko delo sile F
v vrvici med krozenjem zanemarimo in vzamemo, da je
kineti€na energija kroZzece kroglice stalna:

Wi = Jw?%2 = konst.
J1a)% = Jga)g

mriw? = mrio}

W = wy(ri/ry)

Tudi tu se kotna hitrost pove€uje z zmanj$evanjem
polmera r, le da ne tako moco kot prej (le obratno
sorazmerno s polmerom). ‘

Kako se spreminja vrtilna koli¢ina kroglice?

T = Jo'= V2JW, = V2mw,

Vrtilna koli¢ina je premo sorazmerna s polmerom r,
torej se zmanjsuje, ¢e se ta zmanjSuje. Zmanjsuje jo
navor M sile Fv vrvici: M = RF. S pomoéjo enacbe M =
= dIdt pokaZi, da je F = mre® (= radialna sila, ki daje
kroglici radialni pqspeéek ro?).

6. Kotaljenje valja po klancu smo obravnavali na
strani 78 (slika 3.64): zanima nas hitrost tezis¢a valja
(v;) na dnu klanca. Tokrat si primer oglejmo z energij-
skega stali§ca.

Med kotaljenjem navzdol brez podrsavanja opravlja
delo le teza valja (mg), sila podlage s komponentama N
in F’ pa ne (ker valj ne podrsuje). Ko se tezis¢e valja
spusti za h = s/sing, opravi teza delo A = mgh, ki

L
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poveda kinetiéno energijo valja z ni¢ (na vrhu klanca)
na mv2/2 + Jw?/2 (nadnu) = 3mv2/4 (ker je J = mR?¥2in
v, = Rw).

mgh = 3mv¥4

v, = V(4/3)gh

Ce bi valj drsel navzdol translatorno po gladki podlagi
(brez trenja), bi pridrsel do dna klanca s hitrostjo

V2gh, zaradi kotaljenja pa je hitrost tezi§ta valja
manj$a. Drugace je, e je treba upostevati trenje med
drsenjem. Obi¢ajno je trenje dovolj mocno, da je
hitrost na dnu klanca po drsenju manjsa kot po kotalje-
nju. Torej je varneje, &e po strmini navzdol drsimo, kot
e se kotalimo. (Kaj pa po ledeni strmini?)

Polje sile — konservativne sile

Telesa uginkujejo drugo na drugega z razli¢nimi silami,
odvisno od vrste, stanja in medsebojne oddaljenosti
teles. Nekatere sile uéinkujejo na daljavo — imajo velik
doseg (npr. gravitacijska, elektri¢na in magnetna sila),
druge uginkujejo zaznatno le v neposredni okolici teles
- imajo kratek doseg (npr. jedrske, atomske, kohezij-
ske, kemijske sile).

Obmoéje v okolici telesa, na katerem telo uginkuje na
druga podobna telesa, se imenuje polje sile. Pravimo,

- da telo ustvarja v svoji okolici polje sile. S tem Zelimo

povedati, da uginkuje s silo na vsako drugo telo, ki se
znajde v tem polju. Namesto da opazujemo gibanje

-telesa pod vplivom sil, s katerimi druga telesa ucinku-

jejo nanj, raje opazujemo gibanje telesa v polju sile, ki
ga ustvarjajo druga telesa. Vsaki sili lahko pripiSemo
ustrezno polje. Polje grayitacijske sile se imenuje gra-
vitacijsko polje (u¢inkuje na vsako telo z maso, ne
glede na njegovo notranje stanje). Polje elektricne sile
je elektriéno polje (u¢inkuje le na naelekirena telesa).
Poznamo e magnetno polje ter polja jedrskih sil. Poz-
nati polje sile, se pravi, poznati silo na izbrano telo v
vsaki toc¢ki polja.

V polju sile nas zanima predvsem delo, ki ga opravi
sila, ¢e se telo v polju premakne, npr. od mesta 1 do
mesta 2 (slika 4.12). Recimo, da se telo premakne po
tirnici (a). Ko se premakne za ds, opravi sila F delo
dA = F - ds. Celotno delo na poti od zacetnega mesta 1
do konénega 2 (A _, ) je potem enako: '

2
A1_,2=J'dA=j.F-ds(a) (4.16)
1
Oznaka (a) na koncu integrala pomeni, da integriramo
vzdolz krivulje (a).

V splosnem je opravljeno delo A; _, ; odvisno od oblike
(in dolzine) krivulje (a), vzdolZ katere ratunamo delo.
Ce se npr. premaknemo od mesta 1 do mesta 2 po

kaksni dru'gi krivulji (npr. po krivulji b), opravi sila v -

splodnem druga&no delo. V nekaterih poljih (to je za
nekatere sile) pa velja, da opravijeno delo ni odvisno
od oblike krivulje (premika), ampak le od zacetne in
konéne lege v polju, to je: '

A1_,2=:fF-ds(a)=j‘F-ds(b)

Taksno polje se imenuje potencial‘no polje, sila pa
konservativna sila.

Delo konservativne sile je odvisno le od zagetne in

konéne lege, ne pa od oblike poti. Pri prehodu od
mesta 1 do-mesta 2 opravi konservativna sila enako
veliko dela, ne glede na to, po kaksni poti se premi-
kamo. To velja za sile, ki so odvisne le od lege teles v
prostoru, ni¢ pa od hitrosti oziroma naéina gibanja
teles, npr. .za gravitacijske in elektri¢tne sile (ki so
dane z Newtonovim gravitacijskim in Coulombovim
zakonom). Konservativna je tudi sila proznosti (to je
sila, ki u¢inkuje na telo, privezano na prozno vzmet); ta
je odvisna le od velikosti raztezka, ni¢ pa od hitrosti
raztezanija, ali raztezamo v enem koraku ali v ve¢ kora-
kih itd. Na drugi strani pa sta upor zraka, torna sila
nekonservativna; njuno delo je odvisno od oblike in
velikosti poti ter od naéina prehoda. Torna sila npr.
nasprotuje premiku, njeno delo je zato vedno nega-
tivno, in to tem bolj negativno, éim dalj$a je pot. Upor
zraka je odvisen tudi od hitrosti gibanja, torej njegovo

delo gotovo ni odvisno le od zacetne in koncne lege .
telesa v prostoru, temve¢ tudi od nacina (hitrosti) pre-

hoda.

Recimo, da napravimo v potenciainem polju zaklju-
&eno pot. Z mesta 1 se premaknemo po krivulji (a) do
mesta 2 (pri éemer konservativna sila opravi delo
Ai_,»), nato pa po kaksni drugi poti (npr. po krivulji c)
nazaj do izhodnega mesta 1. Na povratni poti opravi
konservativna sila delo A,_,, ki je po velikosti enako
delu A;_, na prvem delu poti, le da ima nasproten
predznak: ' )

A1 =-Ass

(to razumemo, ¢ée si mislimo, da se vratamo po isti
krivulji a; ker se spremeni smer premika, se spremeni
predznak dela). V celoti opravi konservativna sila na
zaklju€eni poti delo:

A=A+ A1 =AL2-A152=0 (4.17)

Delo konservativne sile na zakljuéeni poti je nié. Koli- -

kor pozitivnega dela opravi na enem delu poti, toliko

negativnega opravi na drugem detlu, tako da je celotno

delo po povratku na izhodno mesto ni¢.

Delo nekonservativnih sil na zakljugeni poti je razli¢no
od ni&. Delo torne sile je npr. vedno negativno (manjse
od nic).

Za vsako silo posebej moramo ugotoviti, ali je konser-
vativna ali ne, ali je torej njeno delo odvisno od oblike
poti ali ne.

Potencialno polje (polje konservativne sile) obi¢ajno
predstavimo s silnicami. To so matemati¢ne Crte, kate-
rih tangente kaZejo smer sile v vsaki tocki polja (slika
4.13). V splosnem je sila v razlicnih toc¢kah polja
razliéna: v bliZini teles (ki ustvarjajo polje) je obi¢ajno
velika, pro¢ od njih pa majhna; spreminja se tudi smer
sile. Zato so silnice v splodnem ukrivljene in razli¢no
goste. Kjer je polje moénejse (sila ve€ja), so silnice
gostejse, kjer je Sibkejse, pa redkejSe. V posebnem
primeru, da je sila v vsaki tocki polja enaka (tako v
velikosti kot smeri), imamo t.i. homogeno polje: sil-
nice so ravne in vzporedne.
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Potencialna energija — izrek o ohranitvi

energije

Med premikom telesa v potenciainem polju od mesta 1
do mesta 2 v smeri silnic opravi konservativna sila (ki

ustvarja to polje) pozitivho delo A;_,,. To delo prejme

telo, katerega kineti¢na energija se zato poveca. Pove-
éanje kineti¢ne energije telesa (AW, = W, — W) je
enako delu, ki ga opravi konservativna sila med preho-
dom. Namesto da omenjamo delo konservativne sile,
lahko tudi vzamemo, da ima telo v potencialnem polju
t. i. potencialno energijo (W,), in re¢emo, da se kine-
tiéna energija telesa poveca zato, ker se zmanj3a nje-
gova potencialna energija. Pri prehodu od mesta 1 do
mesta 2 se torej potencialna energija telesa zmanjsa
(od W,y na W,,) za toliko, kolikor pozitivnega dela
konservativna sila med tem prehodom Vopravi, to je:

2
Woi = Wpa = A = [F-ds=—AW, (4.18)
1

Sledi, da se potencialna energija telesa v smeri silnic
zmanjSuje (je manj pozitivna), proti smeri silnic pa
povetuje (je bolj pozitivna). Poznamo le spremembo
potencialne energije (enaka je delu konservativne sile),
o njeni absolutni vrednosti na danem mestu pa se
moramo dogovoriti posebej. Ce se npr. domenimo, da
je potencialna energija telesa na mestu 1 (slika 4.14)
ni¢ (W, = 0), je potencialna energija na mestu 2, ki je
nizje v smeri silnic, negativna (in to tem bolj, ¢im nizje
pod mestom 1 je mesto 2), na mestu 3, ki je »nad«
mestom 1 (to je proti smeri silnic), pa pozitivna (in to
tem bolj, ¢im vi$je je mesto 3 nad mestom 1). Dogovor
o tem, kje je potencialna energija telesa ni¢, je povsem
poljuben in ga po potrebi spremenimo.

Povprek ¢ez silnice, to je v smeri pravokotno na sil-
nice, konservativna sila ne opravlja deia, zato se v tej
smeri potencialna energija telesa ne spreminja.
Sosednje tocke, v katerih je potencialna energija telesa
enaka, povezemo v t.i. ekvipotencialno ploskev. V
prostoru lahko narisemo ve¢ ekvipotencialnih ploskev,
vsaki ustreza dolo¢ena vrednost potencialne energije.
Na sliki (4.14) so s ¢rtkanimi ¢rtami oznaceni preseki z
ravnino lista ekvipotencialnh ploskev, ki gredo skozi
mesta 1,2 in 3. Na vsaki to¢ki spodnje ekvipotenciaine
ploskve ima telo enako potencialno energijo Wy, na
srednji W,; (= 0 glede na na dogovor) in na zgornji
W,s. Ce se pomikamo vzdolz ekvipotencialne ploskve,
je potencialna energija enaka, npr. W,y = Wp,, W5 =
= W, itd. Najmoé&neje pa se spremeni v smeri normale
na ekvipotencialno ploskeyv, to je v smeri silnic.

Silnice so v vsaki tocki pravokotne na ekvipotenci-
alne ploskve (zvlec¢ene Crte na sliki 4.14), kazejo smer,
v kateri se potenciaina energija telesa najmocneje
spreminja s krajem.

Mislimo si sosednji ekvipotencialni ploskvi s potencial-

"nima energijama W, in W, + dW,, ki sta v smeri

normale (silnic) razmaknjenl za dn (slika 4.15). Ce so
silnice usmerjene navzdol, je potencialna energija
spodnje plodnje ploskve. manjda od zgornje, dWW, je
torej negativen. Med prehodom od zgornje do spodnje

ekvipotencialne ploskve opravi konservativna sila delo -

F - dn, ki je enako spremembi potencialne energije:

F-dn=W,— (W, +dwp)
F=—dWydn (4.19)

ekvipot.
ploskev
|

dn

5|ln|ca‘

Slika 4.14

\

Slika 4.15

- L Wp

- -W, + dW,

A
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Sila je enaka negativhemu odvodu potencialne ener- AW+ W) =0 ali
gije v smeri normale na ekvipotenciaino ploskev. W, + W, = konst. (4.24)

Zgornjo enagbo napiSemo v vektorski obliki takole:
F=-(dW,/dnje, =-VW, (4.19a)

pri éemer ima enotin vektor e, normale na ekvipotenci-
alno ploskev smer veéanja potencialne energije, to je

_nasprotno smeri silnic. Odvod skalarne funkcije (v

nasem primeru W,) po krajevni koordinati v smeri
normale na ekvipotencialno ploskev, to je v smeri naj-
vedjega narastanja njene vrednosti, matematié¢no
oznaéimo z operatorjem V (nabla):

di(. Jen=Y(..) ’ (4.20)
n

Operacija nabla (V) pomeni odvajanje po krajevni
koordinati in se izvaja nad skalarno funkcijo. Dobimo
vektor, ki ima smer najveéjega nara3¢anja prvotne ska-
larne funkcije, po velikosti pa je enak odvodu funkcije
po krajevni koordinati v tej smeri (to je enak je spre-
membi funkcije na enoto dolZine v tej smeri). Dobljeni
vektor se imenuje tudi gradient funkcije in ga ozna-
¢imo z grad(...). Velik gradient pomeni, da se funkcija
moéno spreminja s krajem.

Enaéba (4.19) omogo¢a izracun sile F v poljubni tocki
potencialnega polja, e je znano, kako se potencialna
energija telesa spreminja s krajem. Ta postopek je torej
ravno obraten kot pri enaébi (4.18), s katero ratunamo
potencialno energijo v vsaki tocki polja, ¢e je znano
krajevno spreminjanje konservativne sile.

Izrek o ohranitvi kinetiéne in potencialne
energije

Izrek o spremeinbi kinetiéne energije (gl. 4.14) pravi, da
je sprememba kineti¢ne energije enaka delu A vseh sil,
ki uéinkujejo na telo:

AW = W — Wi =A

Celotno delo A razdelimo na delo konservativnih sil
{(Axonsery) in Na delo nekonservativnih sil (Anekonserv):

A= Aionserv t+ Anekonserv (4-21)

Prvega nadomestimo s spremembo ustreznih potenci-
alnih energij (gl. 4.18):

Asonserv = Wp1 - Wp2 =-A Wp (4.22)

Vsaki konservativni sili pripiSemo ustrezno potenci-
alno energijo, tako da je AW, sprememba vseh nasto-
pajoéih potencialnih energij. Izrek o spremembi kine-
tiéne energije se tako prelevi v:

AW, + AWp = Anekonserv J (4.23)

Vsota sprememb kineti¢ne in potencialne energije je
enaka delu nekonservativnih sil, ki u¢inkujejo na telo.
Ker je to delo vedinoma negativno, se vsota kineticne
in potencialne energije s éasom zmanjsuje. Ce zane-

marimo vpliv nekonservativnih sil, to je za Anexonserv =

=0, je:

Ce ni nekonservativnih sil, se vsota kineti¢ne in poten-

cialne energije telesa ohranja. Konservativne sile s
svojim delom spreminjajo potencialno energijo v kine-
tiéno ali obratno, ne morejo pa spremeniti njune vsote,
ta se spremeni le, ¢e uginkujejo nekonservativne sile.

Gravitacijsko (teznostno) potencialno
polje

~ Kar smo zgoraj povedali na splosno, si bomo zdaj

ogledali na primeru gravitacijske sile.

Zanima nas potencialno polje gravitacijske sile, s
katero Zemlja ugéinkuje na telesa iz svoje okolice. To
silo ratunamo z Newtonovim gravitacijskim zakonom
(2.8 in 2.11a). Zemlja (masa M) priviacuje telo (masa m),
ki je oddaljeno od sredis¢a Zemlje za r, s silo F=GMm
P = mgoR%r? ali v vektorski obliki: -

F = mgoR%r* . (4.25)

Tu je go tezni pospesek na povrsju Zemije (r = R);

" usmerjen je k sredis¢u Zemlje. Silnice zemeljskega

gravitacijskega polja so radialni Zarki, usmerjeni nav-
znoter — k sredi§éu Zemlje (slika 4.16). Ekvipotenciaine
ploskve so koncentri¢ne kroglaste ploskve s srediséem
v zemeljskem srediScu.

Da je gravitacijska sila (gl. 4.25) zares konservativna, se
prepri¢amo, &e izraunamo delo te sile pri prehodu od
mesta 1 (r = ry) do mesta 2 (r=r):

2
Az = [F-ds (a)
1

Poljubno krivuljo (a), vzdolZ katere integriramo, lahko
nadomestimo z drobno stopnigasto krivuljo (glej sliko
4.16), katere stopnitke leze v ekvipotencialnih plosk-
vah, padajo pa vzdolZ silnic. Integral po vodoravhem
delu stopnick je ni¢, po navpi¢nem delu vsake stop-
nicke pa je enako velik, kot ¢e integriramo po zaletni

silnici od 1 do 3 (3 lezi na isti ekvipotencialni ploskvi

kot kon&no mesto 2). Torej je integral Ay, po poljubni
krivulji (@) enak integralu A,_,3 vzdolZ zagetne silnice. \
tej smeri imata F in ds enako. smer, zato lahko
pisemo:

ry 5]
Aip = ALz = _[ Fdr = mgoRZIr‘zdr
I 3
= mgoR%(1/r; — 1/1y)
Sledi:

Wp1 = Wp2 + mgoﬁz(1/r2—— 1/ry) (426)
Toé&ko 2 postavimo na zemeljsko povrsje (r, = R) in se
domenimo, da je tam potencialna energija nic: W, =
0. Potencialno energijo W, telesa v poljubni tocki 1,
npr. za r; = r, oznagimo z Wy(n):

W,(n = mgoR*(1/R-1/1) - r=R (4.27)

Zgornji izraz velja za mesta nad zemeljskim povrsjem,
to je za r = R. Pod povrdjem pa se gravitacijska sila
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Zemlje zmanj8uje linearno z oddaljenostjo od sredis¢a
(gl. 2.9). Ce vzamemo-Zemijo kot-homogeno telo, velja:

F(r) =mger'R za r<R

Med prehodom od zemeljskega povrsja do globine r se
potencialna energija telesa zmanjsa z W,(R) = 0 na
W, (n):

W(R) — Wy(n) = j F(r)dr—(mgolR)f rdr
W,(r) = mgo(r2 Ft'2)/2R za r<R (4.27a)

Graf gravitacijske potencialne energije W,(r) je podan
na sliki (4.17). Ce se oddaljujemo od Zemlje se gravita-
cijska potencialna energija poveéuje in se asimpto-
ti€no priblizuje najvecji vrednosti mggR, ki jo doseze v
neskonénosti (seveda, ker zanemarimo gravitacijski
vpliv drugih nebesnih teles). Na zemeljskem povrsju (r

"= R) je glede na na$ odgovor enaka ni¢, pod povrsjem

(r < R) pa je negativna in se parabolic":no pribliiuje

0).

Primer:

Drugo kozmiéno hitrost smo ra¢unali na strani 36 tako,
da smo integrirali Newtonov zakon dinamike. Rac¢un je
bil dokaj tezak. Videli bomo, da lahko dobimo rezultat
tudi po enostavni poti, ¢e uporabimo izrek o ohranitvi
energije (gl. 4.24). '

Da se raketa dvigne z zemeljskega povrsja in zapusti
obmocje zemeljske privliacnosti, se mora njena poten-
cialna energija pove&ati z ni¢ na mgyR. To povecanje
lahko priskrbi potisna reakcijska sila izpusnih raketnih

plinov, ki spotoma opravi potrebno delo, ali pa damo -

raketi ob startu zalogo energije v obliki zagetne kine-
ticne energije mvZ/2.

Ce zanemarimo vpliv nekonservativnih sil (npr. zra¢-
nega upora), je vsota kineti¢ne in potencialne energije
energije rakete stalna: na povrsju Zemlje ima raketa
potencialno energijo ni¢ in kinetiéno mva/2, v neskon-
€ni oddaljenosti pa se raketa ustavi in njena potenci-
alna energija znasa mg,R. Sledi:

mva/2 + 0 =0+ mg,A ali
= (2goR)"? (gl. 2.16)

S kolikdno hitrostjo bi morali izstreliti raketo iz sre-
dis¢a Zemlje, da bi zapustila obmocje zemeljske pri-
vlacnosti?

Gravitacijska (teznostna) potencialna energija
v blizini zemeljskega povrsja

Obicajno se zadrzujemo v neposredni blizini povrsine
Zemlje, npr. do nekaj km nad njim. Lego telesa merimo
z visinsko koordinato z nad tlemi, tako daje r= R + z.
Ker je z << R, se izraz (4.27) za gravitacijsko potenci-
alno energijo telesa na visini z, ¢e uporabimo geome-
trijsko vrsto 1/(1 + z/IR) = 1 — ZIR + Z%2R? — ..., po-
enostavi v:

Slika 4.16

4
Wol(r) mgoR

Slika 4.17
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W, = mgoR*[1/R— (1/R) (1 - ZIR + Z%2R*— .. )] =
mgoR(zIR - Z?/2R? + ..)) =
mgez(1-2z2R + ..))

Pri nenatanénosti enega promila lahko za z < 12 km
zanemarimo dodatne ¢lene v oklepaju in obdrzimo le;

)

kar ze poznamo iz srednje Sole. V blizini zemeljskega
povrsja je gravitacijska potencialna energija premo
sorazmerna z viS§ino nad tlemi. Silnice so ravne, vzpo-
redne in usmerjene navzdol.

Pri raunanju gravitacijske potencialne energije telesa
v _homogenem polju je pomembna lega njegovega
teziséa. Pri dani legi teZziS¢a je potencialna energija
telesa enaka, ne glede na to, kako je telo zasukano

okrog osi skozi teZis¢e (slika 4.18). Pri zasuku telesa
okrog te osi namre¢ teza telesa (to je gravitacijska sila)

" ne opravlja dela (gl. str. 70), torej se gravitacijska

potenciaina energija ne spremeni. Potencialna ener-
gija telesa je neodvisna od orientacije telesa v pro-

storu, spremeni se le, Ce se spremeni lega teZis¢a.

Primeri:

1. Betonski kvader s stranicami a = 40cm, b= 30cm
in ¢ = 20 cm lezi na najvecji ploskvi. Najmanj koliko
dela (A) je potrebno, da ga zavrtimo okrog njegovega
najdaljSega roba? Gostota betona je o = 2,0 g/cm?®.

TeziS¢e kvadra je v zaCetku na visini z; = ¢/2 = 10 cm
nad tlemi. Ko je najvisje (tik nad robom, okrog katerega
kvader zavrtimo), je na vi$ini 2, = Vb? + ¢% /2=18cm.
Torej se teZis¢e dvigne za Az = 2, — zy = 8 cfn, Cemur

"ustreza povedanje potencialnega energije za AW, =

mgoAz = gabcgeAz = 38 J = A.

2. Pokonéna posoda z osnovno ploskvijo S = 400 cm?
in vis§ino h = 60 cm stoji na vodoravnih tieh. Najmanj
koliko dela (A) je potrebno, da dvignemo vodo z viine
tal in jo nato¢imo v posodo? KolikS§na je potencialna
energija (W,) vode v polni posodi?

Voda na visini tal ima potencialno energijo ni¢. Za dvig
vode z maso m = gV = gSh za vi§ino h je potrebno
delo: .

A = mgoh = 0goSh? = 144 J

Tezid¢e vode v polni posodi je na visini h/2 nad tlemi,
potencialna energija vode v posodi zato zna$a:

W, = mgyh/2 = A/2

Za napolnjenje posode z vodo je potrebno delo A, voda
v posodi pa ima potencialno energijo A/2. V kaj se je
spremenilo preostalo delo A— A/2 = A/2? (Premisli, kaj
se dogaja, ko natakas vodo v posodo)

3. Posevni met. Telo z maso m odvrzemo s tal z
zacdetno hitrostjo v, to je z zaéetno kineti€no energijo
mvg/2. Med dviganjem se njegova potencialna energija
povecuje, kineti€na pa zmanjSuje. Ce zanemarimo

upor zraka, se vsota kinetiCne in potencialne energije
med gibanjem (navzgor ali navzdol) ne spreminja. Na

viSini h ima telo potencialno energijo mgh in kinetiéno

mv?/2, tako da je:

mvy2 = mgh +.mv¥2  ali
v =vi-2gh (gl 1.42)

Hitrost v telesa na visini h je neodvisna od tega, pod
kaksnim kotom odvrzemo telo od tal, ali gre za nav-
pi¢ni ali za poSevni met, ali se telo dviga ali spuséa (gl.
sliko 1.31 na strani 21).

4. Padanje palice smo obravnavali na strani 76. Med
padanjem opravlja delo edinole teza palice (sila tal v
podporni toc¢ki palice ne, ¢e palica ne zdrsne), njeno
delo pa upostevamo s spremembo potencialne ener-
gije palice.

Ko palica pade od zacetne pokonéne lege do tal, se
njena potencialna energija zmanj$a za mgb/2, kine-
ticna pa poveéa z ni¢ na Jw?2. Sledi:

mgbi2 = Jw3/2 ali (J = mb?3)
w? = 3g/b

v; = bay = V3gb , kar Ze poznamo.

5. Kotaljenje valja po klancu (gl. str. 78) bomo tu
obravnavali s pomod&jo izreka o ohranitvi energije.

KolikSna je hitrost v, teZis¢a valja na dnu klanca?

Ko se tezisCe valja spusti za viSinsko razliko h, se

njegova potencialna energija zmanj$a za mgh, kine-

tiéna pa poveéa z nié (na vrhu klanca) na mv3/2 + J.o%
= 3mv¥4 (na dnu), tako da je:

mgh = 3mvy4 ali

ve = V(4/3)gh

Na strani 78 smo izpeljali pospesek tezis¢a valja: a, =
(2/3)g. sing, hitrost v, pa dobimo z enaébo (1.21): v3 =
= 2a,s = 2(2/3)gsing - hising = (4/3)gh, enako kot
zgoraj, le da po daljsi poti.

Proznostna energija

Pogosto se zgodi, da je telo privezano na prozno vzmet
(ali na kak$no drugo prozno telo). Gibajoce. se telo

potem nateguje -ali kréi vzmet s silo proZnosti, pri -

Gemer opravlja delo.

Delo prozne sile pri deformaciji prozne vzmeti smo
racunali na strani 86. Ko se vzmet raztegne ali skréi za
x, opravi prozna sila vzmeti delo (gl. 4.4): kx%2. Opra-
vljeno delo je neodvisno od naéina deformacije vzmeti,
ali jo deformiramo hitro ali po¢asi, v enem koraku ali v
veé korakih itd. Torej je prozna sila vzmeti konserva-

tivna in lahko njeno delo kx?/2 obravnavamo kot poten- -

cialno energijo telesa. Ta je enaka energiji deformirane
prozne vzmeti; tej energiji pravimo proznostna ener-
gija (W,,) vzmeti:

W, = kx%/2 (4.29)

- I

i
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Graf proZnostne energije v odvisnosti od raztezka ali

skréka x je na sliki (4.19). Vidimo, da je ta energija
najmanjsa (= 0) za x = 0, torej &e vzmet ni ne razteg-

.njena ne skréena.

Telo, privezano na prozno vzmet, med gibanjem
oddaja vzmeti energijo (proznostno) ali jo od nje pre-
jema. Ce na tak$no telo uginkuje le e teza (druge sile,
predvsem nekonservativne, pa zanemarimo), potem je
vsota kineti¢ne, gravitacijske potencialne in prozno-
stne energije stalna:

mv3/2 + mgz + kx?2 = konst. (4.30)

‘ Kineti¢na energija telesa se lahko spreminja v potenci-

alno ali proznostno ali obratno, vendar tako, da se
vsota vseh treh ne spremeni. Za njihovo spremembo je
potrebna dodatna sila (npr. sila roke), ki opravi
potrebno delo.

Primeri:

1. Vzmetno nihalo (gl. str. 44). Telo z maso m je prive-
zano na prozno vzmet (s konstanto proZnosti k). Ko
raztegnemo vzmet za amplitudo x,, opravimo delo kxg/
2, ki ga prejme vzmet (in s tem tudi nanjo pritrjeno telo)
v obliki proznostne energije. Ko telo spustimo, se pri-
blizuje ravnovesni legi, pri éemer se njegova prozno-
stna energija zmanjsuje, kineti¢na pa poveduje. V rav:

novesni legi (x = 0) se proznostna energija zmanjSana

nié, kinetiéna pa je tedaj najve&ja: mv@/2. Najvetja

kineti¢na energija nihajo¢ega telesa (v ravnovesni legi) -

je enaka najvedji njegovi proznostni energiji (v ampli-
tudi):

mvy/2 = kx§2 ali
v = Vikm x, = wv {gl. 1.32)
w=Vkim (gl. 2.26)

Pri vmesnem raztezku x ima telo hitrost v, tako da je:

M2 + kx¥2 = kx@2 = mv32 ali

v=vy V1 — x*x3 (gl.1.32)

Vidimo, da se pri nihanju kineti¢na energija spreminja
v proznostno (potencialno), ko se nihajoce telo odda-
ljuje od ravnovesne lege, in obratno (ko se ji priblizuje).
To prelivanje energije se lahko dogaja le s to€no dolo-
&eno frekvenco (w), ki je lastna frekvenca nihala.

2. Telo na elastiéni vrvi (gl. str. 43). Na kateri globini
se ustavi telo z maso m, ki je privezano na elasti¢no vrv
(dolzina I, konstanta proznosti k), ¢e ga spustimo z
viSine pritrdiséa vrvi?

Telo se ustavi (v = 0) na globini / + x;, pri éemer je X,
najvedji raztezek vrvi. Med tem prehodom se gravitacij-
ska potencialna energija telesa zmanj$a za mg{/ + x,),
proznostna energija pa se poveda za kx32. Ker je
kineti¢na energija telesa na zacetku in koncu enaka (=
= 0), dobimo:

AW + AW, + AW, =0
0 + (mg(l + x;) + kx3/2 = 0 ter
X3—(2mgllk)x,—2mglik = 0

kar ze poznamo (gl. str. 44).

7 Visoko$olska fizika 1. del

=h4%

Slika 4.18

-X kréenje raztezanje  +x

Slika 4.19
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PoiS¢imo 3e hitrost telesa (v) na globini x. Za x < /
imamo navaden prosti pad. Pri x > I se zaéne napenijati
elasti¢na vrv in je treba upostevati tudi proZnostno
energijo vrvi. Izrek o spremembi celotne energije telesa
se v tem primeru glasi:

mv¥2 + (-)mg(l + x) + kx¥2 = 0 ali
v v = 2g(/ + x) - (K'm)x?

Na kateri globini (/ + x;) ima telo najveéjo hitrost?

d(v¥)/dx = 0 za x = x;
g — (kim - 2x;) = 0
= mglk

3. Telesi my = 2 kg in m, = 4 kg sta povezani s prozno
vzmetjo; konstanta proznosti vzmeti je kK = 20 N/cm.
Vzmet je stisnjena za x = 3 cm. S kolik§no hitrostjo (v4
in v,) odletita telesi vsaksebi, ko vzmet sprostimo?

Stisnjena vzmet ima proZnostno energijo W, = kx%/2 =
0,9 J. Po sprozitvi se ta energija porazdeli med telesi
kot kinetiéna energija:

m1V12/2 + m2V§/2 =W,
8 kakrsno gibalno koli¢ino (m,v;) odleti eno telo v eno
smer, odleti drugo telo v drugo smer (maVvy), glej ohra-
nltev gibalne koli¢ine sistema, str. 54):

TV = My,

Iz gornjih enaéb izra¢unamo v, in v;:

v = Vmoko®imy(my + my) = 0,77 m/s
Vo = (my/my)v; = 0,39 m/s

Vidimo, da lazje telo odleti z veéjo hitrostjo kot tezje.
Telesi si razdelita razpolozljivo energijo v obratnem
razmerju svojih mas: Wy/Wi, = my/m,. LaZje telo m,
prevzame 0,6 J, tezje pa 0,3 J. Pri zraéni puski je m,
(masa puske) velika v primerjavi z m; (masa metka) in
je zato Wiy =~ kx¥2 = W,,.

Ravnovesne lege teles

Zgoraj obravnavani primeri kaZejo, da lahko gibanje
teles pod vplivom konservativnih sil obravnavamo kot
gibanje v potencialnem polju teh sil, s tem da ugoto-
vimo spremembe kineti¢ne energije in ustreznih poten-
cialnih energij. Slika potencialnega polja (potek silnic,
kako se potencialna energija spreminja s krajem)
mnogo pove o gibanju teles.

Ko telo v potencialnem polju spustimo, se premakne v
smeri manjSanja potencialne energije (premakne —
pospesi ga konservativna sila); povedanje kineti¢ne
energije, povezano s premikom telesa, gre na rac¢un
manjsanja potencialne energije. Cim bolj se potenci-
alna energija spreminja s krajem, tem bolj se hitrost
povecuje.

V smeri, v kateri se potencialna energija veéa, se telo
giblije pojemajode, njegova kinetiéna energija pada.

Prvotno mirujoce telo se v tej smeri premakne le, &e
deluje dodatna sila, ki opravi delo, potrebno za poveéa-
nje potencialne energije.

Telo obmiruje v potenciainem polju, &etudi ga spu-
stimo, ¢e je na mestu, kjer se potencialna energija ne
spreminja s krajem, kjer je odvod potencialne ener-
gije po krajevni koordinati enak ni¢ (mesta A, Bin Cna
sliki 4.20). Ta mesta  so ravnovesne lega telesa v
potencialnem polju. Ker ni spremembe potencialne
energije, tudi ni spremembe kineti¢ne energije.

dW,/dx = 0

Poznamo tri vrste ravnovesnih leg: stabilne, labilne in
indiferentne.

pogojzaravnovesno lego (4.31)
v potencialnem polju

Ravnovesna lega je stabilna, ée je v njej minimum
potencialne energije (mesto A na sliki 4.20), ée je v
njeni neposredni okolici ve¢ja potencialna energija kot
v njej sami. Kakrsenkoli premik telesa iz stabilne ravno-
vesne lege je zdruZen s pove¢anjem potencialne ener-
gije. Ker je graf potencialne energije v okolici stabilne
lege zakrivllen navzgor (lon¢asta oblika), je drugi
odvod potencialne energije po krajevni koordinati
pozitiven:

d’W,/dz* >0 stabilnaravnovesnalega (4.32a)
Mirujoce telo se samo od sebe ne more premakniti iz
stabilne ravnovesne lege. Za tak premik je potrebna
dodatna sila, ki opravi potrebno delo. Priblizevanje
telesa k stabilni legi je pospeseno, oddaljevanje od nje
pa pojemajoce.

Telo ima lahko ve¢ stabilnih ravnovesnih leg (mesta A,,
Az in Az na sliki 4.21), ki pa v splodnem niso enako
stabilne. Najbolj stabilna je tista lega, ki ustreza najniz-
jemu minimumu potenciaine energije (A;). Ce telo
»dvignemo« iz stabilne lege (¢e mu povedamo potenci-
alno energijo) in ga nato spustimo, se zaéne gibati
pospedeno proti najbliji stabilni legi (ni nujno, da se
povrne v isto stabilno lego, iz katere smo ga bili dvig-
nili). Telo v splo§nem niha okrog stabilne ravnovesne
lege. Energija nihanja se zaradi energijskih izgub
(duenja) s¢asoma izgublja in telo niha z vedno
manjSimi amplitudami. Na koncu obmiruje v stabilni
ravnovesni legi.

Primer:

Telo m, ki visi na elasti¢ni vrvi (gl. 2. primer na strani
43), je v stabilni ravnovesni Iegl ko je vrv raztegnjena
za x4 = mg/k.

Celotna potencialna energija telesa v globini / + x (ko
je vzmet raztegnjena za x) je sestavljena iz gravitacijske
energije — mg(! + x) (vzamemo, da je gravitacijska ener-
gija na visini pritrdis¢a vrvi enaka nid) in iz proznostne
energije kx*/2:

W, = kx%2 — mg(l + x)
dW/dx—kx mg =0, x = mglk = x1
d2W/dx =k>0

Ravnovesna lega telesa pri x = x, je torej zares sta-
bilna.
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Povsem drugaéna od stabilne je labilna ravnovesna
lega (B na sliki 4.20). Znagilno zanjo je, da je v njej
maksimum potencialne energije; drugi odvod poten-
cialne energije po krajevni koordinati je negativen:

d’W,/dx?> <0 labilna ravnovesna lega (4.32b)

Telo lahko ostane v labilni legi le, e je natan¢no v njej.
Ze najmanijsi premik zadoséa, da se zagne pospeSeno
oddaljevati od nje — k najbliZji stabilni legi. Telo se
samo od sebe ne more vrniti v labilno lego.

Indiferentna ravnovesna lega je tista, v okolici katere je
potencialna energija enaka, se ne spreminja s krajem
(C na sliki 4.20). Drugi odvod potencialne energije po
krajevni koordinati je v indiferentni legi nié:

d?W,/dx?*=0 indiferentnalega (4.32¢)

Ob kakrdnemkoli premiku telesa iz indiferentne lege se
potenciaina energija telesa ne spremeni. Telo obmiruje
v novi legi, se niti ne povrne k prvotni legi, niti se ne
oddalji od nje.

Zgornje ugotovitve o znaéilnostih posameznih ravno-
vesnih leg drze le, ¢e na telo uéinkujejo edinole kon-
servativne sile, ki ustvarjajo potencialno polje. Pogosto
pa poleg teh sil nastopajo tudi druge, npr. sila podlage,
sila opore, v lezaju, v vrvi itd. Te sicer med gibanjem ne
opravljajo dela (ne udinkujejo direktno na kinetiéno
energijo telesa), zato pa predpisujejo tirnico, po kateri
se telo lahko giblje skozi potencialno polje. Npr. telo se
giblje po vodoravni podlagi, navzdol po klancu ali po

dnu kotanje, ¢ez hrib&ek, krozi po loku, niha okrog -
fiksne osi ipd. Tudi v teh primerih nam slika potencial- -

nega polja marsikaj pove o gibanju telesa vzdolZ pred-
pisane tirnice, saj sprememba potencialne energije na
tej poti dolo¢a spremembo kinetiéne energije telesa.

Ravnovesno lego telesa v spiosnem (e so poleg kon-
servativnih sil prisotne tudi druge) definiramo kot lego,
v kateri je vsota vseh delujoéih sil ni¢ (gl. mehansko
ravnovesie sil, str. 70). Ni nujno, da v tej legi obstaja-(v
matemati¢nem smislu) odvod potencialne energije po
krajevni koordinati (gl. sliko 4.22 in 4.23). V stabilni
ravnovesni legi je potencialna energija najmanj$a (v
njeni okolici je veéja), vendar ni re¢eno, da v tej legi
obstaja minimum potencialne energije, da je dZWp/dxz
> 0. Podobno velja za labilno lego: v njej je potenci-
alna energija najvedja, a ni nujno, da obstaja maksi-
mum potencialne energije. Edinole za indiferentno
lego velja enako kot v &istem potencialnem polju:
potencialna energija se ne spreminja s krajem, njena
odvoda (prvi in drugi) po krajevni koordinati sta nié.

Primeri indiferentnih leg: kroglica na vodoravni plo-
skvi, ravnilo — obeSeno v teZiséu, Elovek v brezteznem
stanju, telo — ki potopljeno lebdi v vodi itd.

Kroglica na dnu skodelice ali kotanje je v stabilni
ravnovesni legi, ravno tako telo, ki visi tako, da je
njegovo tezis¢e pod pritrdis¢em. Kvader na vodoravnih
tleh je v stabilni legi, ¢e lezi na eni od stranskih plo-
skev. Torej ima 6 stabilnih leg, ki pa niso enako sta-
bilne. Najbolj stabilna je lega, pri kateri je tezisCe
kvadra najnizje (¢e kvader lezi na najvecji ploskvi). Ce
kvader zasukamo okrog njegovega spodnjega roba, se
njegovo tezisée dvigne (¢rtkana krivulja na sliki 4.22).
Vidimo, da graf potencialne energije v tej stabilni legi
nima vodoravne tangente, tudi drugi odvod ni poziti-

7

Slika. 4.20

AWP(X)

Slika 4.21

Slika 4.22

N\

Slika 4.23
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ven. Poleg teZe moramo namre¢ upostevati tudi nor-
malno silo tal, ki je nasprotno enaka tezi kvadra, tako
da je rezultanta vseh delujocih sil ni¢, kar je pogoj za
ravnovesno stanje. :

Homogen valj se sam od sebe kotali navzdol po klancu,
njegovo teziste se spusca proti najbliZji stabilni legi.
Drugace je, ¢e valj ni homogen (recimo, da ima-vgra-
jeno svingeno palico), tako da njegovo tezisée ni na
osi. Med kotaljenjem po klancu se tezis¢e takSnega
ekscentriénega valja giblje po podevno nagnjeni ciklo-
idi (értkana ¢rta na sliki 4.23). Ce strmina klanca ni
prevelika, ima valj na klancu ve¢ stabilnih ravnovesnih
leg, v katerih kljub klancu miruje (zakotalitev navzgor
ali navzdol pomeni dvig teZis¢a). Teh stabilnih leg ni,
ge je strmina klanca (to je tangens naklonskega kota)
vedja od e/R, kjer je e oddaljenost teZisca valja od
srediséa (osi), A pa polmer valja.

Primeri labilnih leg: kroglica na vrhu kroglaéte kapice
ali na konici, kocka — ki stoji na oglu ali robu, tako daje

njeno teZidée tik nad podporo, stoja telovadca itd.

Trki

Med gibanjem lahko telesa tr&ijo drugo ob drugo, pri
gemer se v splodnem spremenita hitrost in smer njiho-
vega gibanja, obenem se tudi deformirajo. Trk teles je v
splosnem zelo zapleten, saj lahko sodeluje razli¢no
Stevilo teles. Tu bomo obravnavali t. i. binarni trk, to je
trk dveh teles.

Trk se pritne v trenutku, ko se telesi dotakneta. Crta, ki
gre skozi dotikali€e teles in je pravokotna na njuno
stitno ravnino, je érta trka. Pravimo, da je trk teles

vvvvv

biljardnih krogel (slika 4.24a). Veéinoma pa telesa niso.

simetriéno oblikovana in &rta trka ne gre skozi njihova

tezidda, trk je zato necentralen, npr. trk jajcastih teles
(slika 4.24b). .

O premem trku govorimo, &e se telesi gibljeta pred
trkom in po njem v smeri &rte trka (slika 4.25a), npr. trk
vozitkov na ravnem tiru. Sicer je trk poSeven (slika
4.25b), telesi se gibljeta (pred in po trku) vsako v svoji
smeri, ki se ne ujema s &rto trka. Necentralni trki so
vedno posevni, centralni pa so lahko ali premi ali
posevni, odvisno od smeri gibanja teles pred trkom

Telo z maso m se giblje s hitrostjo v, in zadene ob telo
Z maso m,, ki ima hitrost v,. Pri tem prvo telo uéinkuje
na drugo s silo Fy,, drugo pa obenem uéinkuje nazaj na
prvo s silo Fyy = — Fy5 (po Newtonovem zakonu o
medsebojnem ué&inkovanju teles). Zaradi teh medse-
bojnih sil telesi spremenita hitrost in se obenem defor-
mirata. Mozno je, da se telesi ob trku celo razbijeta ali
se spojita v novo telo. Notraniji sili medsebojnega uéin-
kovanja teles opravita precejnje delo, zaradi Cesar se
ob trku dogajajo opazne energijske spremembe, pove-
zane npr. s spremembo hitrosti teles, njihovo sestavo
in zgradbo (mozne so celo kemiéne reakcije). V tem
poglavju nas bo zanimala le sprememba kineti¢ne
energije teles ob trku.

Ne glede na vrsto in izid trka predpostavimo, da se
skupna masa teles ob trku ne spremeni:

(my + m,) pred trkom = (my + m,) po trku (4.33)

S trkom se masa teles niti ne poveca niti ne zmanjsa.
Ta predpostavka ne drzi za trke izredno majhnih in
hitrih atomskih delcev, katerih masa se lahko ob trku
poveéa ali zmanj$a (na racun energijskih sprememb).

Energijske razmere pri trku

Recimo, da hitrejSe telo my s hitrostjo v, zadene ob
podéasneje telo m,, ki se pred trkom giblje s hitrostjo
v,. HitrejSe telo zadene ob podasnej$e in ga zacne
potiskati pred seboj. Potasnejse telo se zaradi vztraj-
nosti upira in pritiska nazaj. Posledica tega medseboj-
nega uginkovanja je, da se hitreje telo giblje pocas-
neje, po&asnejée pa hitreje, obenem se telesi deformi-
rata. To poteka toliko ¢asa, dokler se telesi ne gibljeta
enako hitro, npr. s hitrostjo v, (slika 4.26). Tedaj je
deformacija teles najvecja in telesi sta nekako zlepljeni
ter se gibljeta s skupno hitrostjo v,. V tej prvi fazi trka je
hitrejse telo izgubilo nekaj kineti¢ne energije (mv32 -
myVi/2), ki se je delno porabila za povecanje kineticne
energije pocasnejSega telesa (od moV3/2 na myvil2),
delno pa za deformacijo teles (Wp):

mV3I2 — mv3/2 = moVa2 — myvi2 + W ali
myv2 + movd = (my + m)v + 2Wo

Del kinetiéne energije hitrejSega telesa se v prvi fazi
trka nalozi kot deformacijska energija v notranjost
teles (telesi se deformirata, notranje spremenita, njuna
notranja energija se spremeni).

"V drugi fazi trka se za&ne vlozena deformacijska ener-

gija W, sproscati, deformacija teles se zaéne zmanj$e-
vati. Ce je deformacija prozna (elasti¢na), dobita telesi
zopet prvotno obliko (in notranje stanje) in vsa defor-
macijska energija W, se spremeni nazaj v kinetiéno
energijo, ki si jo telesi razdelita. Ta je prozni ali ela-
stiéni trk.

_V splosneny deformacija teles ni povsem prozna in
telesi sta po konéanem trku e nekoliko deformirani,

kar pomeni, da se le de! maksimalne deformacijske
energije W, vrne v obliki kinetiéne energije, ostanek pa
ostane v telesih kot poveéana notranja (deformacijska)
energija. Telesi se po trku sicer logita in se gibljeta
vsak s svojo hitrostjo (v} in v5), vendar je njuna skupna
kineti¢na energija manjsa, kot je bila pred trkom. Pra-
vimo, da je trk v splodnem delno prozen. Maksimalna
deformacijska energija W, se razdeli na tri dele:

Wy = (myvi2— myv3)/2 + (mavy®— mov3)/2 + W, (4.34)

W, je deformacijska energija, ki po trku ostane v obeh
deformiranih telesih. -

Sestejemo zgornji energijski enacbi in dobimo energij-
sko enacbo delno proznega trka:

myv2 + moVa = myvi2 + mpvi? + 2W, (4.35)

Vsota kinetiénih energij teles po trku je manjsa kot
pred trkom; razlika vsot kineti¢nih energij je enaka
deformacijski energiji, ki ostane v notranjosti deformi-
ranih teles. '

Skrajni primer delno proZnega trka je popolnoma
neprozni ali neelastiéni trk. Pri tem trku se deformacija
teles, do katere pride ob koncu prve faze trka, ne

popravi in telesi se tudi po trku gibljeta »zlepljeno« s




 skupno hitrostjo v, ki jo imata v trenutku najvecije
deformacije. Celotna deformacijska energija ostane v

otranlostl teles: Wy = W,. Pri proznem trku pa je W, =
=0.

Ohranitev gibalne koli¢ine pri trku

Med trkom uéinkujeta telesi drugo na drugo s silama
Fi» in Fy, ki sta notraniji sili sistema obeh teles. Poleg
njiju v splosnem ucinkujejo na telesi tudi zunanje sile,
npr. teZa, upor, trenje. Vendar sta notraniji sili v ¢asu
trajanja trka ve¢inoma mnogo moc¢ne;jsi od zunanijih sil
in lahko vpliv zunanjih na izid trka zanemarimo. Pri
trku sta pomembni le notranji sili, ki telesi deformirata
in obenem spremenita njuni gibalni koligini. Vemo pa,
da notranje sile ne morejo spremeniti celotne gibalne
koli¢ine sistema teles (gl. str. 53). Torej se skupna
gibalna koli¢ina teles pri trku ne spremeni: vektorska
vsota gibalnih koli€¢in teles po trku je enaka kot pred
trkom. Ceprav smo to trditev ze dokazali za splosen
sistem teles, si dokaz za trk teles oglejmo Se enkrat.

Prvo telo m, uéinkuje na drugo telo m, s silo Fy, in med
trkom (ki traja At ¢asa) spremeni njegovo gibalno koli-
éino z myv, na myvj, tako da je sunek sile Fy; enak
spremembi gibalne koli¢ine (gl. 2.5):
At
m2Vé = MyVy = !F12dt

Obenem drugo telo s silo F»; = — F;; spremeni gibalno
koli¢ino prvega z myvy na myvi:
' . At At
m1v§ = Mvy = JFQ«]dt = - IF12dt = - (m2Vé - m2V2)
ali 0
myVvy + MV, = myvy + mzvﬂ ’ (4.36)

Pri trku se gibalna koli¢ina posameznih teles spremeni,
toda njuna vektorska vsota se ohranja. Ohranitev
gibalne koli¢ine velja za vse trke, tako za centralne ali
necentralne, preme ali posevne, kot za prozne ali ne-
prozne.

Poleg gibaine koli¢ine teles se pri trku ohranja tudi
hitrost masnega sredi$éa teles, saj vemo (gl. str. 55),
da notranje sile ne morejo vplivati na gibanje masnega
sredi$éa sistema teles. Masno sredisce teles se neod-
visno od trka giblje enako hitro, ne glede na to, ali
telesi trgita ali ne, ter kako trcita.

Zakon o ohranitvi gibalne koliine teles pri trku (gl.
4.36) lahko izpeljemo tudi iz zahteve, da mora energij-
ski zakon (gl. 4.35) veljati v vsakem inercialnem koordi-
natnem sistemu, v katerem opazujemo trk teles in
merimo njuni hitrosti pred trkom in po njem. Splosno
velja, da so fizikalni zakoni enaki v vsakem inercialnem
koordinatnem sistemu, da so torej invariantni glede na
inercialni koordinatni sistem.

Vzemimo, da imamo inercialna koordinatna sistema, ki
se drug glede na drugega gibljeta s stalno hitrostjo v,.
Hitrosti teles pred trkom in po njem so vq, v, v, in vy,
¢e jih merimo v prvem sistemu, in wy, wj, w, in wa v
drugem. Medsebojno so povezane z enacbo (1.54): w,
= Vy — V,, W) = V| — v, itd. Ker mora energijski zakon
‘veljati v enaki obliki v obeh koordinatnih sisstemih, se
enacba (4.35) v drugem sistemu glasi:

érta trka

sticna ravnina

necentratni trk
a) b)

centralni trk

Slika 4.24

premi trk
posevm trk
a) o b)

Slika 4.25

my m;

Slika 4.26

S
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maw? + maws = mwi? + mpws? + 2W, ali
Ma(Vs = Vo)? + My(Va — V)2 = my(Vi = Vo)* + ma(vh —

Vo) + 2Wy (4.35a)
Razumljivo je, da je deformacijska energija Wy enakav
obeh koordinatnih sistemih. Ena&bo (4.35) odstejemo
od enacbe (4.35a), upostevamo-enacbo (4.33) o ohrani-
tvi mase teles pri trku in dobimo enatbo: (myv,; +
MaVa)Vo = (Myv) + MyV3)Vo, ki mora veljati ne glede na
hitrost v, koordinatnega sistema. To dosezemo, e
izenagimo oklepaja: myVy + MV, = MVi + moV5, kar je
enatba zakona o ohranitvi gibalne kolig¢ine teles pri
trku. Deformacijska energija W, izpade iz raduna, torej
ta zakon velja za vse vrednosti Wy, to je ne glede na
proznost ali neproznost trka.

Neprozni trk

Po neproznem trku se telesi »zlepita« in se gibljeta
naprej s skupno hitrostjo, npr. v (vi=vhi=vg=V)..To
se zgodi pri trku lepljivih, testenih kep ali ¢e se telesi
ob trku sprimeta. Izrek o ohranitvi gibalne koli¢ine (g!.
4.36) ima v tem primeru obliko:

myvy + mMoVy = (My + Mo}V (4.36a)
Vidimo, da se po neproznem trku zlepijeni telesi
giblieta v smeri zadetne skupne gibalne koligine.
Zaradi matematiéne preglednosti vzemimo, da drugo
telo pred trkom miruje (v, = 0). Po trku se telesi gibljeta
s hitrostjo:

v = vymy/(my + my) (4.36b)

v smeri gibanja vpadnega telesa.

Pri neproznem trku se del kineti¢ne energije izgublja
na radun deformacijske energije W, (= W), ki ostane v
telesih v obliki notranje energije (telesi se npr. segre-
jeta). Poglejmo, koliksen del zacetne kineti¢ne energije
vpadnega telesa (W, = my V3/2) se spremeni v deforma-
cijsko energijo:

W, = W — W, = mV32 — (my + mp)v?/2
Wd = kag/(m1 + m2) (437)

Cim vedja je masa mirujogega telesa v primerjavi z
maso vpadnega, tem veé zacetne kineticne energije se
izgubi v deformirnem telesu kot notranja energija. Ce
npr. telo zadene ob masiven zid (m, >> my), je Wy =
W,., se vsa kinetidna energija porabi za deformacijo
(seveda, saj telesi po trku mirujeta); telo se prilepi ob
zid in obmiruje. Pa¢ pa je deformacijska energija zane-
marljivo majhna, ¢e-vpadno telo m, zadene ob izredno
lahko telo: za m, >> m, je Wy.= 0.

Primeri:

1. Balistiéno nihalo je nitno (matemati¢no) nihalo,
viseée na dolgih nitkah, tako da je njegov nihajni €as f
velik; uporabljamo ga za merjenje gibalne koli¢ine
izstrelkov in drugih hitro gibajo&ih se teles (slika 4.27).
V mirujoéo klado nihala (masa M) izstrelimo kroglico,

katere gibalno koli¢ino G = mv Zelimo izmeriti. Kro- .
glica se zarine v klado in se v njej ustavi (neprozen trk),

nakar se klada s kroglico premakne s hitrostjo v = G/(m
+ M) (gl. 4. 36b). Nihalo zaniha iz ravnovesne lege in se
odkloni za amplitudo xo, ki jo izmerimo, nakar nhiha
naprej harmoniéno z nihajnim &asom fo.- Najvedjo
hitrost ima v trenutku, ko zaniha skozi prvotno ravno-
vesno lego: vo = Xow = Xo - 27/fy (gl 1.32). Ta hitrost je
praktiéno enaka hitrosti v, ki jo nihalo dobi takoj po
trku, ée je le ¢as trajanja trka majhen v primerjavi z
nihajnim &asom t, nihala, tako da je nihalo takoj po
trku e v ravnovesni legi. Sledi: v = G/(m + M) = vp =
= 27Xy/ty ali G =~ 27x9(m + M)/to. Izmerimo prvi najvecji
odklon nihala (xo) in s tem dolo¢imo gibaino koli¢ino G
kroglice.

2. Kroglico (masa m = 50 g) izstrelimo s hitrostjo v4 =
150 m/s v vodoravni smeri v lesen blok z maso M =
= 2 kg, ki lezi na vodoravnih tleh. Kroglica se zarine v
blok. Za koliko (x) se premakne blok, ¢e je torni koefici-
ent med blokom in tiemi k; = 0,27

Po strelu se blok s kroglico zaéne gibati s hitrostjo vp =

mvy/(M + m), to ie s kineti¢no energijo Wi = (M + m)v@/

2. Med drsenjem se ta energija porabi za delo torne sile

na poti x: Wy = Fx = m%f2(M + m) = k(M + m)gx
x = m?v3[2gk(M + m)?] = 0,33 m = 33 cm

3. Mizica vzmetne tehtnice ima maso M = 0,5kg;
konstanta proznosti vzmeti je k = 40 N/cm. Na mizico
spustimo z vi§ine h = 20 cm svinceno kepo zmaso m =
2 kg. Za koliko (x) se pri tem stisne vzmet, Ce se kepa
prilepi ob mizico? "

Kepa prileti do mizice s hitrostjo v, = V2gh . Po trku
se mizica in kepa gibljeta s hitrostjo v = mvy/(M + m)
oziroma s kineti¢no energijo Wy = m?gh/(M + m), ki se
nato naloZi v proznostno energijo- stisnjene vzmeti.
Upostevati moramo $e zmanjs$anje gravitacijske poten-
cialne energije mizice in kepe med spustom za X:

Wi+ W, = W,
m2gh/(M + m) + (M + m)gx = kx*/2

Dobimo kvadratno enaébo za neznanko x; upostevamo
pozitivno reditev: x = 4,0 cm.

4, Vesoljska ladja se giblje premocrtno skozi vesolje,
ki je enakomerno posejano z drobnim vesoljskim pra-
hom. Ta zadeva ob ladjo (oz. ladja zadeva obenj) in se
prileplja nanjo, tako da njena masa naraséa s ¢asom,
vsako &asovno enoto se poveda npr. za dm/dt = av,
kjer je @ znan parameter. Kako se zaradi tega spremi-
njata s ¢éasom masa (m) in hitrost (v) ladje?

Trk ladje in prahu je neproZen, gibalna koli¢ina ladje se
ne spreminja s éasom: G = mv = mgVy, Kjer sta mo in v
zadetna masa ter hitrost ladje. Sledi:

v=mgvd/m ter
dm/dt = amgvy/m  ali
mdm = (ZmoVOdt

Po integraciji, upo$tevaje za¢etni pogoj: m = mpza t=
0, dobimo:

m = Vmg + 2amgvet ter
v = vy/V1 + 2avptimg
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5. Drsalca (m, = 60 kg in m, = 20 kg) se gibljeta enako
hitro (vp = 2 m/s) poSevno pod kotom 2a = 60° drug
proti drugemu (slika 4.28). Ko se srecata, se sprimeta. ‘ \\ \
Kolikéna je njuna skupna hitrost (v) in v kateri smeri se \ \
gibljeta (pod kotom g glede na simetralo njunih zacet- ' \\ \ L
nih smeri}? \ \

Trk je poSeven, zato moramo enacbo (4.36) o ohranitvi ' \ \
gibalne koli€ine resiti v vektorski obliki. Najenostav- \
neje je, &e jo zadovoljimo posebej za projekcije hitrosti \ \

v smeri simetrale in posebej za projekcije v pravokotni ~ "\_____\'}
smeri: m vw b7 | .

mvoCosa + myvpCosa = v(my + my)cosf
myvgsina — mevpsina = v(m; + my)sing

Xq
Drugo enacbo delimo s prvo: Slika 4.27
tgf = tga(m; = my)/(my + mz) . B=16°

Enacbi kvadriramo in nato sestejemo:

v=—2=" Vm?+ mi+ 2mmycos(2a) =
m + m2

v=18m/s | kwu k‘/’

‘ P XF
Prozni trk T a—: SO

ProZno tr&ijo elasti¢na ali prozna telesa, npr. biljardne ‘/vnf
krogle. V drugi fazi trka se deformacija (povzro¢ena v
prvi fazi) spro3ca in ob koncu trka povsem izgine; Slika 4.28

telesi povrneta prvotno obliko in notranje stanje, vsa
deformacijska energija se vrne v kineti¢éno: Wy = 0,
telesi odletita z razli¢nima hitrostma v} in v5. Prozni
trak omogocéa, da se del kineti¢ne energije prenese z
enega (hitrejSega) telesa na drugo telo (pocasnejse).

Poleg izreka o ohranitvi gibalne koligine dporabimo /
tudi izrek o ohranitvi kineti¢ne energije (4.35 z W; = 0):

MyVy + MaVy = MV + myv; (4.36)
mv2 + mv3 = myvi? + movh? (4.38)

Najprej si oglejmo premi trk. Pred trkom in po njem se
telesi gibljeta v isti érti, zato lahko vektorsko naravo
gibanja opustimo. Domenimo se le, da je hitrost pozi-

tivna, ée ima smer hitrosti v, vpadnega telesa, in nega- :
tivna v nasprotnem primeru. ; ““m

Recimo, da se telo m; s hItI’OSt]O v; zaleti v mirujoce
telo my; (v, = 0). § kolikd§nima hitrostma (vi in vy)
odletita vpadno in mirujoge telo po proZznem trku? Obe
strani enacb (4.36,38) delimo z maso m; vpadnega
telesa in vpeljemo parameter:

b)
A = mo/m

tako da se zgornji enaébi poenostavita v:

vi = V) + Avj
vi=viZ + Avi?

Iskani netrivialni reSitvi sta: “ | I I

Vi = vi(1 = A1 + A)
vh=v, - 2/(1+ A) (439) . Slika 4.29
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Vpadno telo se tudi po trku giblje naprej v vpadni smeri
(vy > 0), ée je A < 1 oziroma my > my (Ce zadene ob
lazje telo). Od teZjega telesa (A > 1) pa se odbije nazaj
(vy < 0). Ce tr&i ob masiven zid (m; > my, A>> 1), je vy
= - v; in v = 0, kar pomeni, da se odbije z enako
hitrostjo nazaj, zid pa se ne premakne. Poseben primer
dobimo za A = 1, &e torej telo tréi ob enako tezko,
mirujoée telo. Tedaj je vi = 0in v5 = v;: vpadno telo se
po trku ustavi, prvotno mirujoge telo pa odleti naprej s
hitrostjo vpadnega telesa. Telo torej izgubi vso svojo
kinetiéno energijo, ¢e elastiéno tréi ob mirujoce
enako tezko telo; izgubljeno energijo prejme prvotno
mirujode telo in jo odnese naprej v vpadni smeri (Sta-
fetna predaja energije). Ta pojav je znatilen za prozni
trk in lahko z njim preizkusamo proznost trka.

Za ilustracijo si oglejmo vrsto enakih, dotikajocih se
biljardnih krogel, ki vise na enako dolgih nitkah (slika
4.29). Ce prvo kroglo v vrsti dvignemo in nato spu-
stimo, da tr&i ob drugo, zadnja v vrsti odsko¢i z enako
hitrostjo, kot vpade prva. Prva krogla s proznim trkom
preda kineti¢éno energijo drugi (sama pa obmiruje),
druga tretji itd., dokler ne prejme energije zadnja v vrsti
in z njo odleti. Ce dvignemo dve krogli in spustimo,
odskoéita ravno tako dve krogli — predzadnja in zadnja.
S stali$¢a ohranitve gibalne koli¢ine bi lahko odskocila
le zadnja krogla (z dvojno hitrostjo), toda ohranitev
kinetiéne energije to moznost izlo¢a.

Primeri:

1. Kol zabijemo v zemljo tako, da spu$¢amo nanj pilot.
Pilot z maso m = 200 kg spustimo z vis§ine h = 1,5m.
Ko pade na enako teZek kol, se po proznem trku ustavi,
kol pa sune navzdol. Za koliko (x) se kol premakne, Ce
se tla upirajo prodiranju kola s povpreéno silo F =
= 20 kN?

Pilot prileti s kineti&no energijo mgh, ki jo s proznim
trkom preda kolu.. Ta se spusti za x in izgubi prejeto
kinetitno energijo ter gravitacijsko energijo s prema-

" govanjem upora tal:

Fx = mg(h + x) ter x = mgh/(F — mg) = 0,16 m =
16 cm

2. Kroglici my = 10g in m, = 20 g visita na enako
dolgih nitkah, tako da se dotikata. LaZjo kroglico dvig-
nemo za viginsko razliko hy = 27 cm in nato spustimo,
da elastiéno tréi ob viseéo kroglico m, (slika 4.30). Za
kolik&ni visini (hy in ho) se po trku dvigneta kroglici?
Kroglica m, tr&i ob kroglico m; s hitrostjo vy = V2gh, ;
od nje se odbije s hitrostjo vi = vy(m, — my)/(mz + M)
(g!. 4.39), to je s kineti¢no energijo my ViZI2 = (mv312)
(my — my)?/(my + my)?. Ta se med dviganjem spremeni v
gravitacijsko potencialno energijo myghy. Dobimo:

hy = ho(m, — m1)2/(m2 + m1)2 = ho/g =3cm
Mirujoéa krogiica m, odleti s hitrostjo vz = 2vymy/(my +
+ my), to je s kinetiéno energijo m,v42/2, in se dvigne za
vi§ino h,, tako da je:

h2 = V§2/29 = ho . 4m$/(m2 + m1)2 =12cm

Preveri, da velja: myhg = myhy + moh,.

3. Kroglo zaluamo z zadgetno hitrostjo vo = 20 m/s
navpiéno navzgor proti stropu na visini h = 10 m. Po
koliksnem ¢asu (1) in s koliksno hitrostjo (v) prileti do
tal, &e se od stropa odbije elasti¢no?

Krogla prileti do stropa s hitrostjo v; = Vvi-2gh =
14,3 m/s po éasu t; = (v, — v4)/g = 0,6 s in se od njega
odbije z enako veliko hitrostjo navzdol. Tla doseze s

hitrostjo v = Vvi + 2gh = v, po &asu t,, ki zadosca
enatbi: vo = vy + gy ali t, = (vo— v4)/g = 0,6 s, 0ziroma
po skupnem éasu t =t + I, = 1,2 s.

4. Elasti¢ni kroglici m; in m, skupno padata proti
vodoravnim tlom (slika 4.31). Pri katerem razmerju
njunih mas (A = mJ/m;) se spodnja krogla m; po
udarcu ob tla ustavi? S koliksno hitrostjo (v;)odsko€i
zgornja kroglica m?

Kroglici priletita do tal s skupno hitrostjo vq (slika a).
Najprej tréi ob tla spodnja kroglica m,, ki se odbije
navzgor z enako veliko hitrostjo vy in takoj nato tréi ob
Se padajoc¢o kroglico m, (slika b). Po trku se gibljeta
navzgor s hitrostma vy in vo. Ce hitrosti navzgor ste-
jemo kot pozitivne, navzdol pa negativne, se enacbi
(4.36,38) glasita:

A-1vy = v + Av,
(A+ 1)V =v2+ Av}

Netrivialna resitev tega sistema enacb je:

Vi
V2

vo(3A — 1)/(A + 1)
volA—3)/(A + 1)

Torej spodnja kroglica obstane natleh (v, = 0), Ce je A
= 3. Tedaj zgornja kroglica odsko¢i navzgor s hitrostjo
v, = 2v, in se zato dvigne na §tirikratno visino, s katere
smo kroglici spustili.

Kaj se zgodi, Ge sta kroglici enék,o tezki ali celo, e je
zgornja kroglica teZja od spodnje? )

5. Na kolikéni vi§ini (h) mora biti rob biljardne mize?
(Slika 4.32)

Biljardna krogla (polmer R) se prikotali do roba mize v
pravokotni smeri in se odbije od njega. Zelimo, da se
odkotali od roba z enako translacijsko in enako rotacij-
sko kinetiéno energijo, kot vpade.

Oster rob deluje na kroglo s silo F, katere sunek (FAt)
spremeni gibalno kolig¢ino tezi$¢a krogle od —mv; na
+mv,, to je za AG = 2mv,. Sunek navora te sile (MAt =
FhAt) pa spremeni njeno vrtilno koli¢ino od —Jow na
+Jow, to je za A" = 2Jyw (Jp je vztrajnostni moment
krogle glede na os skozi dotikali¢e = 7mR¥5). Sledi:

FAt =2mv,
MAt = Fh At = 2Jy,0

Ker se krogla kotali, je v, = Rw (gl. 3.50), in dobimo (Ce
drugo enacbo delimo s prvo): ’

h = Jow/mv, = (7/5)R

~ Posevni proini trk je precej bolj zapleten kot premi.

Ker se telesi pred trkom in po njem gibljeta v razliénih
smereh, moramo ena¢bo (4.36) o ohranitvi gibalne
koli¢ine obravnavati kot vektorsko.
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Recimo, da se telo my s hitrostjo v, zaleti v mirujoce
telo m,. Po proznem trku telesi odskodita s hitrostma
v} in v v razliénih smereh Ker se njuna gibaina koli-
éina ohranja, je:

myvy = mvi + myvs  ali
vy = V| + Avy , A= mymy

Zgornjo enaébo nazorno prikazemo z vektorskim dia-
gramom. Na sliki (4.33) sta ozna¢ena dva mozna izida
trka, pri prvem odletita telesi z gibalnima koli¢inama
myv} in movh, pri drugem pa z myvy in myv;. Gibalni
koligini teles po trku sta sicer poljubni; vendar mora
biti njuna vektorska vsota enaka vpadni gibalni koligini
myv,. Izid trka je nadalje pogojen z izrekom o ohranitvi
kinetiéne energije (gl. 4.38), ki ima v nadem primeru
obliko:

V=vi2+ Avi2 = (vi— Av))? + Av?  ali
(A+1)vi2—2v,v3=0 (4.40)

Zanima nas, v kateri smeri in s kolikdno hitrostjo se po
trku giblje telo m,, ki je pred trkom mirovalo. Ravninski
koordinatni sistem x—y postavimo tako, da se njegovo
izhodisée pokriva s skupnim izhodiSéem vektorjev
myvy in myvh; 0s x ima smer prvotne gibalne koli¢ine
msv; (slika 4.34). Toéka (x,y) predstavlja konéno tocko
vektorja myv) v tem koordinatnem sistemu. Velja:

X% + y? = (myvy)? ter vyvh = vyvix/(mypvh) = vixim,

V enaébi (4.40) nadomestimo v, s projekcijama x,y in
dobimo:

A+ 1D +y)-2myvix =0 ali
Y+ (x=RP?=R?* ., R=mw/(A+1) (4.41)

Konice moznih vektorjev myv; torej lezijo na krogu s
polmerom R, katerega sredi§¢e je na osi x, oddaljeno
od izhodis¢a za R.

Prou&imo nekaj posebnih primerov. Pri premem trku je
y=0inx = muwvj = 2R ali vy = 2vy/(A + 1), kar Ze
poznamo (4.39). Ce sta telesi enako tezki (A = 1), je
premer kroga enak zacetni gibalni kolicini (2R = myvy)
in telesi odskogita pod pravim kotom (slika 4.35a). S
slike (4.35b) je razvidno, da se vpadno telo odbije v
smeri nazaj (v; kaze v levo), ¢e je 2R > myv; ali 2mp >
m(A + 1) = m, + m, ali my > m,; (Ce zadene ob tezje
telo).

Enadba (4.41), ki smo jo izpeljali s pomog¢jo izrekov o
ohranitvi gibalne koli¢ine in kineti¢ne energije, pove,
kak&ni trki so mozni, vendar ne zado$¢a. Da ugotovimo
dejanski izid trka, potrebujemo dodatne podatke, npr.
smer gibanja teles glede.na ¢érto trka, obliko teles,
naravo sil ob deformaciji teles ipd.

Recimo, da tréita gladki prozni . kroglici. Hitrost v,
vpadne kroglice oklepa. két a s trto trka (slika 4.36);
razstavimo- jo na projekciji vy, (v smeri Crte trka) in vy,
(pravokotno na é&rto trka): vy, = v4cosa, vy = VySina.
Ker sta telesi gladki in kroglasti, se pri trku spremeni le
normalna projekcija hitrosti vq,, tangentna vy, ostane
enaka. Zadeto telo m, odleti v smeri Crte trka s hitrostjo
v, vpadno m, pa se odbije s hitrostjo v, ki oklepa két 8
s &rto trka. Za tangentne projekcije hitrosti velja: vy =
v}, za normaine pa lahko uporabimo ena¢be premega
trka (4.39):
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Vin=Vin(A-1(A+1) -, Van = 2Vp/(A + 1)

Sledi:

tgB = vidvip = (vidvan)(A + 1)(A - 1)
tgB = tga(A + 1)/(A - 1)

Enaki kroglici (A = 1) po trku odskoéita pod pravim
kotom: f=90°in v} = vy, = vycosa. Za A >> 1 dobimo §
= a, kar pomeni, da se kroglica odbije od zelo tezke
krogle pod enakim kotom glede na &rto trka, kot vpade.

Primer:

Krogla (masa m, polmer R) se giblje translatorno s
hitrostjo v in udari poSevno ob ravno steno, tako da
vpadna smer oklepa s steno két a (slika 4.37). Pod
kolikénim kotom (B glede na steno) se odbije?

Najprej vzemimo, da je stena idealno gladka. Na kro-
glico deluje le normalna sila N, ki spremeni hormalno
projekcijo hitrosti z —vsina na +v’sing, tangentna pro-
jekcija pa se ne spremeni (ni sile v tej smeri): v cosa =
v'cospB. Izrek o ohranitvi kineti¢ne energije v tem pri-
meru zahteva: v’ = vin zato tudi § = a. Kroglica se od
gladke stene odbije pod enakim kotom, kot vpade.

_ Drugace je, te stena ni gladka, &e poleg normalne sile

N uginkuje na kroglico tudi tangentna projekcija F, ki
kroglico ob trku zakotali. Sunek te sile spremeni
gibalno koli€ino kroglice v tangentni smeri:

mv'cosf = mvcosa — F'At

Sunek njenega navora (glede na os skozi tezid¢e) pa da
kroglici vrtiino koli¢ino:

MAt = FFRAt = AI'=T = Jo = o - 2mR?/5
o = 2,5F'At/mR = (2,5/R)(vcosa — v'cosp)

Izrek o ohranitvi kineti¢ne energije napiSemo v obliki
(del vpadne translacijske kineti¢ne energije se spre-
meni v rotacijsko kinetiéno energijo odbite kroglice):
mv? = mv'? + Jo?
v = v?2 + 0,4R%? = v'2 + 2,5(vcosa ~ v cos/fl)2

Normalna projekcija hitrosti se spren{eni enako kot pri
gladki steni; spremeni se le smer: vsina = v'sing ali v’
= vsina/sinf. Dobimo transcendentno enadébo:

smzﬁ = sinq + 2 5(cosasm/3 sinacosf)?®  ali
sin? (B — @) = 0,4(sin?8 — sin%a)

ki jo najenostavneje resimo z iteracijo. Za a = 45° npr.
dobimo B = 66,8°, za @ = 0 je tudi 8 = 0 (pravokotni
vpad). Vidimo, da je odbojni kot vedji od vpadnega
(zaradi zavrtitve kroglice ob odboju).

Delno prozni trk - koeficient proznosti trka

V splodnem'¥k-teles ni niti proZen niti neprozen. Telesi
sicer odletita z razliénima hitrostma, vendar ostaneta
delno deformirani, tako da se pri trku del kinetiéne
energije spremeni v notranjo energijo deformiranih

teles. Cim bolj je trk neprozen, tem vecji. del vpadne
kineti¢ne energije se izgubi.

Stopnjo proZnosti trka lahke izrazimo s pomoéjo rela-
tivne hitrosti teles (v, = v, — v,) pred trkom in po njem
(v; = vi —vj). Po neproZznem trku se telesi gibljeta
skupno, njuna relativna hitrost po trku je torej nié: v; =
= 0. Pri proznem trku pa se spremeni le predznak
relativne hitrosti, velikost pa ne. To sledi iz zakonov o
ohranitvi gibalne koli¢ine in" kinetiéne energije (gl.
4.36,38), ki ju prepiSemo v obliko:

m1(v1 - V1) = mz("z - V)
my(v§ - v; 3 = my(v3 — 2)

Ker je v2— v'2 = (v — v')(v + V'), dobimo:

vy + vy =v,+v; ali
Vi—Ve=Vi—vy, V., =-vV,;

Koeficient proznosti trka (e) definiramo z razmerjem
absolutnih vrednosti relativnih hitrosti teles po trku in
pred njim:

e=|vi//[v | =|vi=vs|/|vs—v,| (4.42)
Zaneprozni trk je e = 0, za prozni pa e = 1. V splo§nem
je trk delno proZen in je 0 < e < 1. Parameter trka e

izmerimo tako, da spustimo kroglasto telo z dane
vi§ine h na vodoravno podlago. Krogla pade na tla s

hitrostjo v; = V2gh in se odbije navzgor s hitrostjo
vi = ev; (v2 = v; = 0) ter doseze visino h' = vi%/2g = e’h
ali

e=Vh'/h

Nekaj vrednosti: aluminij- aluminij 0,2, bron-bron 0,4,
jeklo 0,7, polistirol-jeklo 0,95, slonovina (biljard) 1,00.

Deformacijsko energijo W, ki ostane v telesih po delno .

proznem trku, izrazimo s koeficientom proznosti trka.
Enacbi (4.35,36) prepiSemo v obliko:

m1(v1 - V1 ') = mz(Vz - Vz)
my(V§ — vi%) = my(vi? — v3) + 2W;

od koder izraéunamo:

2Wy = mp(va ~Vo)(vy + vi— Vi — V) =
= my(vs— Vo)(vi — Vo)(1 + €) ali
2Wy = my{vy — vi)(vy — vo)(1 + &)

Zadnjo enaébo pomnozimo z m,, predzadnjo paz m, in
nato enacCbi sestejemo. Konéni rezultat je:
mym,

Wo=—F—""7W

—va2(
2(my+ my) Vo)1)

Primera:

1. Kroglica m, se s hitrostjo v zaleti v mirujoéo kro-
glico m,. Trk je premi in delno proZen; koeficient
proznosti trka je e. Pri katerem razmerju mas kroglic (A
= my/m4) se vpadna kroglica po trku ustavi? Koliksen
dei (p%) vpadne kineti¢ne energije se porabi za defor-
macijo kroglic?

(4.43)




Vpadna kroglica se po trku giblje s hitrostjo v} v vpadni
smeri, zadeta kroglica pa s hitrostj(_) Vo (Vo > V4).

V=V + AV,

e=(wn-v)lv ali vi=ev+ V]
Resitvi sta:

vi = v(1 — eA)(A + 1)

ve = V(1 + e)/(A + 1)

Vpadna kroglica se po trku ustavi (v; = 0), e jee = 1/A
ali my = my/e.

W, = mym,v? (1 - e?/2(my + my)
=W(1-eA+1) W= mv¥2
p=WJW,=(1-6A+1)=¢e(1-¢)

(gl. 4.43)

2. Enaki jekleni kroglici sta povezani z lahko palico
(dolZzina b = 50 cm). Vodoravno poloZeno palico spu-
stimo z viS§ine h = 40 cm nad tlemi. Leva kroglica
zadene ob medeninasto podlago in se od nje delno
prozno odbije (e; = 0,4}, desna zadene ob jekleno
podiago in se ravno tako delno prozno odbije (e, =
= 0,7). KolikSna je hitrost teziS¢a kroglic (v} takoj po
trku in s kolik§no kotno hitrostjo (w) se zavrti vezna
palica? (Slika 4.38)

Kroglici padeta na tla s hitrostjo v, = V2gh . Leva krogli-
ca se odbije navzgor s hitrostjo vy = e;vp, desna pas v,

= eoVy. Ti hitrosti sta sestavljeni iz hitrosti teZiS¢a in iz
obodne hitrosti zaradi zavrtitve palice (gl. str. 76):

Vi = Vo— (b2)w, vy=vV,+ (b2)w

Qdtod izraGunamo:

V.= + w)/2=14m/s
w = (V2 - w)b=1,0/s
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