4. Sistemi diferencialnih enacb

V prakti¢nih primerih veckrat naletimo na ve¢ diferencialnih enacb, ki
opisujejo dolocen pojav in so medsebojno povezane; tedaj govorimo o
sistemih diferencialnih enacb.

V teh enacbah nastopa ve¢ neznanih funkcij iste neodvisne
spremenljivke. Neodvisno spremenljivko bomo sedaj oznacevali s ¢rko ¢
(v konkretnih primerih je to obifajno kar c¢as), neznane odvisne
spremenljivke pax, y, z, ... alipa x;,x,,...,X,.

Odvode odvisnih spremenljivk po neodvisni spremenljivki bomo
oznacevali s piko:

dx; . dx,
X = =—=

— X, = -
dt’ 7t dt

Sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda ima obliko:

Xy =h1(t,x1,x2,...,xn)

X2 = hz(t,xl,X2,...,xn)

X, :hn(t,xl,xz,...,xn)

TakSen sistem imenujemo normalni sistem diferencialnih enacb. V njem
SO X;,X,,....,X, neznane funkcie, 5, ,h,,...,h, pa so dane funkcije n+7

spremenljivk. V normalnem sistemu je enacb enako mnogo kot neznanih
funkcij, v vsaki enacbi je le en prvi odvod.

Resitev sistema je n-terica takSnih funkecij xl(t), xz(t), ---,xn(z‘), ki na

nekem intervalu (tl, tz)identiéno zadoSc¢ajo sistemu.
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4.1 Sistem linearnih diferencialnih enacb

Sistem diferencialnih enacb imenujemo /linearen, ¢e je vsaka od funkcij
hy, (t 3 X 15X 500X, ) linearna  funkcija ~ odvisnith ~ spremenljivk
X,k =12,..,n. Linearni sistem diferencialnih enacb ima torej obliko:

X, = a“(t)xl + alz(t)xz +-- °+a1n(t)xn + fl(t)
Xy = aZI(t)xl + azz(t)xz +- -+a2n(t)xn + fz(t)
X, = anl(t)xl +a,, (t)xz +--4a,, (t)xn + £, (t)

Pri tem predpostavimo, da so koeficienti a,, (t), i,k=12,...,n in funkcije

fi(t),i =1,2,..,n zvezne funkcije spremenljivke ¢ na nekem intervalu.

Ce uvedemo dve vektorski funkciji:

=] o= Y

in matriko koeficientov:

app dpp o 4y
I
_anl anZ ann_

lahko sistem linearnih diferencialnih enacb zapiSemo v matri¢ni obliki:
x(¢) = A(r)x(¢) +£(2)

Ce je funkcija f (t) enak ni¢, potem je sistem diferencialnih enacb
homogen; v nasprotnem primeru je sistem nehomogen.
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V konkretnih problemih i8¢emo reSitve sistema diferencialnih enacb, ko
imamo podane zacetne pogoje:

x(29) = Xo-

Za reSevanje naloge s podanimi zacetnimi pogoji je pomemben naslednji
izrek:

Ce so elementi matrike A in komponente vektorja f funkcije, definirane
na neskoncnem ali koncnem intervalu in so tam omejene, potem ima dani
sistem linernih diferencialnih enacb skupaj z zacetnim pogojem na

obravnavanem intervalu eno samo resitev.

Oglejmo si sedaj homogeni sistem linearnih diferencialnih enacb:

Da se pokazati, da ima zgornji sistem enacb # linearno neodvisnih resitev
Z;, (t), (k =1,2,.. .,n) , zato ima splosna reSitev homogenega sistema
obliko

A1) = Czy(1) + Cyzy (1) 4+ Cyz, (1) = élezk(t),

pri emer so C, poljubne konstante. Ce definiramo matriko Z kot

Z(1) = [ (1).2(t), .2, (1))
in vektor ¢ kot
c=[C.GC, G,

potem lahko reSitev homogenega sistema zapiSemo tudi v matriéni
obliki

Da dolo¢imo vrednost vektorja ¢, vstavimo zgornjo reSitev v zacetni
pogoj. Na ta na¢in dobimo
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Resitev homogenega sistema linearnih diferencialnih enacb s podanim
zaCetnim pogojem ima torej obliko:

2(t)=Z(t)Z'(2,)x,.

Resitev nehomogenega sistema enacbe poiS¢emo z metodo variacije
konstant :

kjer je u(t) nova neznana vektorska funkcija. Ce ta izraz vstavimo v

nehomogeno enacbo, dobimo

%(Zu):Zu+Z1’1:AZu+f.

Ker paje Z=AZ, imamo:
Zu=f.

Gornjo enacbo integriramo, pa dobimo:
t
u(t) = J.Z_l(r)f(r)dr +c.
to

Ce zgornji izraz vstavimo Vv prvotni nastavek, dobimo reSitev
nehomogenega sistema v obliki:

X(0)=2(¢) [ 27 (2)£(x)de + Z(o)e.

Vektor ¢ dobimo tako, da v gornjo enacbo vstavimo ¢ =¢,. Na ta nacin
dobimo:

c= Z_l(to)xo.
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Ce definiramo matriko

K(t,t))=Z(t)Z27\(1,),

lahko kon¢no obliko reSitve problema zacetnih vrednosti zapiSemo v
obliki

()= [K(6,9)F(5)de + K(t.1y)xo .

10

4.2 Sistem linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti

Nehomogen sistem linearnih diferencialnih enacb ima obliko:

x(¢) = Ax(¢) +1(2).
Vsi elementi matrike A so konstante.
PripadajoC homogen sistem linearnih diferencialnih enacb je:
()= Ax(r) .
Resitev nehomogenega sistema dobimo z metodo variacije konstant, ki je

opisana v prej$ni tocki, reSitev homogenega sistema pa poiS¢emo z
nastavkom

x =ae",
kjer je a Se neznani vektor s konstantnimi komponentami, A pa neznani
skalar. ReSitev homogenega sistema bomo dobili, ko bomo izracunali

vektor a in skalar A .
Izracunajmo v ta namen najprej odvod:

X = hae™

in dobljeni izraz vstavimo v levo stran homogenega sistema enacb, tako
da dobimo:
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Lae™ = Aael

in od tod:
(A-Alae" =0.

Ker e %0 in ker i$¢emo netrivialno resitev a =0, bo zgornja enacba
1zpolnjena pri pogoju:

det(A —AI)=0.

Dobljeno enacbo imenujemo karakteristicna enacha homogenega
sistema diferencialnih enacb. V razviti obliki predstavlja karakteristicna
enacba polinom stopnje sistema enacb n glede na skalar A. Koreni
polinoma A;,A,,...,A, so torej ravno [lastna vrednost matrike A . Za

n

vsako vrednosti A = A; dobimo iz sistema enacb
(A=A, T)a, =0

vektor a;, ki je lastni vektor matrike A . Partikularne reSitve

homogenega sistema enacb so torej funkcije

At
X, =4a.e k )

splosna resitev pa je linearna kombinacija partikularnih resitev:

x(¢)= i Cpa e .
k=1

Gornja reSitev velja v primeru, ¢e so vsi koreni karakteristicnega
polinoma med seboj razli¢ni. V primeru, ko pri reSevanju karakteristi¢ne
enacbe nastopajo veCkratni koreni, pa poiS¢emo partikularne reSitve v
obliki:

x.(¢)=ps(t)e"*,

pri Cemer je pk(t) polinom spremenljivke ¢, ki ima stopnjo za eno
manjSe kot je stopnja korena A .

Primer 4.1:

78



Resimo sistem enacb:

fCl - 2x1 + 6X2

xZ - —2)61 - SX2

RESITEV:

Dani sistem enacb zapiSimo v matri¢ni obliki:

L AL

in poi§¢imo resitev z nastavkom:

MEHS

Odvod bo:

HHs

Vstavimo oboje v prvotno enac¢bo in jo uredimo, pa dobimo:

e )

Od tod sledi karakteristi¢na enacba:

‘2—% 6

=0.
2

Ko gornjo determinanto izra¢unamo, dobimo enacbo:

M +30+2=0.
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Gre za preprosto kvadratno enacbo z reSitvama:

1) Pri A;=-1, se nas$ sistem glasi:

BMAEH

Enacbi sta linearno odvisni, zato je a+2b=0. Ce izberemo b =1,

dobimo lastni vektor a = { }, ki ustreza lastni vrednosti A, .

2) Koje A, =-2,paimasistem obliko:

BN

Enacbi sta linearno odvisni, zato je 2a +3b =0. Ce izberemo b=1,

dobimo lastni vektor a = { }, ki ustreza lastni vrednosti A, .

Od tod ugotovimo, da je splo$na resitev danega sistema takSen vektor:
At Aot —2 —t -3 -2t
x(t) =Ca;e" +Ga,e* =( . e +G 5 e,

pri ¢emer sta C; in C, poljubni konstanti.
Resitev sistema, zapisana s komponentama, se torej glasi:

x(t)=-2Ce" —=3Ce™
X, (t) =Ce '+ 2Cze_2t :
H NN

Primer 4.2:

Resimo sistem enacb:
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X|=X]— X
RESITEV:

Karakteristi¢na enacba:

| Iy R |
=0.
-1 3-A
da enacbo:
M —4rh+4=0.

ki ima dvojno niclo:
}\,1’2 == 2 .
Resitev zato 1SCemo v obliki:

X = (a + bt)eZt

X, = (c + dt)ezt

Kjer so a,b,c in d konstante, ki jih je potrebno dolo¢iti. Ce gornji
nastavek vstavimo v i1zhodni sistem enacb, dobimo:

2a+b+2bt=a+bt—c—dt

S primerjavo koeficientov pri enakih potencah ¢ dobimo:

pri Cemer ostaneta konstanti a in b poljubni. Ozna¢imo ti konstanti z
C, in G,, pa dobimo splosSno reSitev sistema:

xl(t) = (Cl + G, l‘)€2t
% (t)=—(C + C, + Cyt)e™.
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HNN

4.3 Naloge
Resi naslednje sisteme diferencialnih enacb:

1. X1=X2

2. fCl = —2x1 — 3XZ
.X'Z =X +2x2 5

3. X1=x1—x2

4. )'Cl =—X
)'Cl _X'Z :3x1 +XZ;

5. xl — X2

)-CZ =—x1 +5.X2 _X3

X'3 = _xl — 12)(:2 + 6X3;

8. xlzle_X2_X3
Xy =12x) —4x, —12x5

Xy =—X; +2x, +sint;
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10.

11.

12.

13.

14.

Dolo¢i partikularno reSitev ob zacetnih pogojih:
x(0)=3,x,(0)=4.

fCl - 4x1 - X3
X3 - 8x1 - 3X3 ,

Dolo¢i partikularno resitev ob zacetnih pogojih:
x(0)=2,x,(0)=-1,x3(0)=5 .

561 :_3x1 —x2
Xy =X — X,

Dolo¢i partikularno reSitev ob zacetnih pogojih:
x(0)=1, x,(0)=1.

X1=—x2 +X3

Dolo¢i partikularno reSitev ob zacetnih pogojih:

1 |

x(0)=1, xz(o):g, x3(0)=5 :

x1=—x1+x2 +X3
Xzle—xz +X3
X3 =X +Xy +X3;

Doloc¢i partikularno resitev ob zacetnih pogojih:
x(0)=1, x,(0)=0, x3(0)=0.

X3:.x1+X2 ;

Dolo¢i partikularno reSitev ob zacetnih pogojih:
x(0)=-1, x,(0)=1, x3(0)=0.
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4.4 ReSitve

. x=CGe +G(r-1)e

xZ - Clet + Cztet ,

2. xl = _Clet - 3C7_e_t

Xy = Clet + Cze_t;
3. x=-Ce* +C(1-1)e™

2t 2t
X2 - Cle + Cze N

4. xl - Clet + C2€_3t

X2 - Clet - 3C2€_3t ;

5. x=1-2e 4
X, = 4e2 —3e7

X3 = —8e ' +9¢7

6. xl = Clezt + C263[ + C3€6[
x2 = C2e3t — 2C3e6t

X3 - _C182t + C2€3t + C3€6t ,

7. x,=-2Ce —8Ce* —3Cse
xZ - Clet + 3C2€2t + C3€3t

x;=2Ce" + 7C2€2t + 3C3e3t ;

8. x;=2C +Ce +Ce*
X, =3C; —2C;e*

t 2t
x3 == Cl + C2€ + 2C3e N
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10.

1.

12.

13.

14.

X =——

|

XZ:

sint N [E_ 7\/§j N (§+ 7\/§je_ﬁt
2 24 24

4 2
Xy = —l(2sint+cost)+(l—7—%je‘@ +[1—7
4 8 12 8
217) e (2T
1+ 1— e 2
17 17
) 2\/— 1+F 2\/ﬁ 1-J17
et =1+ 1- e 2
17 17
2 34 2 34 ’

»

x| = cost

X2:

1

Xy = _E(Sint -

—(sint + cost)

cost);
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