3.2.1 Homogena linearna diferencialna enacba II. reda

V splosnem se homogene linearne diferencialne enacbe drugega reda ne
da resiti v zakljuCeni obliki, vendar pa se da v primeru, ko poznamo eno
partikularno reSitev, z integracijo dobiti drugo partikularno resitev in s
tem sploSno resitev dane enacbe. Naj bo z; znana partikularna resitev in

z, neznana resitev. Obe resita homogeno enacbo, zato velja

z1'+ p(x)z +q(x)z; =0
n

zy + p(x)z; +q(x)z, =0.

PomnoZimo prvo enacbo z,, drugo pa z z; ter ju odStejmo. Na ta nacin
dobimo:

Z12y — 212y + p(x)(zl’zz - leé) =0.
Ce oznacimo

W(z,2,) = Zl, Z?

21 D

je odvod

4

W'(zl,zz) = 2125 — 2|2
in lahko zgirnjo enacbo zapiSemo v obliki:
W'+ p(x)W=0,
od koder dobimo po integraciji:
W(Zl ,Zz) = Ce_jp(x)dx .

Ce sedaj v zgornji ena¢bi vzamemo C=1 ter upostevamo definicijo
funkcije W, dobimo zapis:
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fp(x) dx

7z —zizy;=e ,

ki predstavlja linearno diferencialno enacbo za neznano funkcijo z,.

. . 2 . .
Delimo jo z z in uredimo

z1zy —zizy _ d (Zz) B e_jp(x)dx

Z12 dx Zl Zl

in po integraciji dobimo iskano resitev:

e—J'p(x)dx
Z, = lez—zdx.
1

Gornja formula se imenuje Abelova formula’.

Primer 3.4:
Dolo¢imo splo$no resitev enacbe
(1+x)y"+xy'—y:0,

¢e je y, = x njena partikularna resSitev!
Vi

RESITEV:

Enacbo prepiSemo v obliko

X Y

"4 _ —
Y 1+xy 1+x

od koder preberemo

" Niels Abel (1802-1829) - norveski matematik.
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=15

Po Abelovi formuli je sedaj

X

e e I+x
yzzxj 5 dx:xj

2
X X

:x(i—x—j%dx+_{ej dx) =e"

X

e ‘dx =

Splosna resitev dane enacbe je tore;j
y=Cx+Ce".

Hoo

3.2.2 Nehomogena linearna diferencialna enacba II. reda

Podobno kot pri linerani diferencialni enacbi prvega reda se da dobiti
splosno reSitev nehomogene linerane diferencialne enacbe drugega reda
z metodo variacije konstant.

Naj bosta zl(x) in Zz(x) linearno neodvisni resitvi prirejene homogene

enacbe. Da se pokazati, da je sploSna reSitev homogene enacbe:
z=Cz/(x)+Cz,(x).

Splosno resitev nehomogene enacbe poiS€emo z nastavkom:
¥ =G (x)z,(x) + C,(x)z,(x).

Pri tem sta Cl(x) in Cz(x) novi neznani funkciji, ki ju je potrebno

dolociti. Izracunamo najprej prvi odvod zgornje funkcije:

¥ = Cl(x)z(x) + Cy(x)z,(x) + C(x)2](x) + C(x)z5(x).
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Ker mora 1zbrani nastavek resiti dano enacbo, bomo 1z te enacbe dobili
eno izmed enaCb za dolocitev funkcij Cl(x) n Cz(x). Ce hocemo

izraCunati obe funkciji, potrebujemo Se en pogoj. Za nadaljnJi izracun je
najenostavnejse, ¢e postavimo:

Cl(x)z,(x) + Cl(x)z,(x) = 0.
V tem primeru se prvi odvod funkcije y(x) glasi

y'=C\(x)z](x) + Cy(x)z3(x),
drugi odvod pa ima obliko

" = C(x)zl(x)+ C(x)z3(x) + C'(x), 21(x) + G (x) 2 (x)

Ce vstavimo dobljena odvoda y' in »” v nehomogeno ena¢bo, dobimo:

Cl(x)[zl”+ p(x)zl’ + q(x)zl] + G, (x)[zé’ + p(x)zé + q(x)zz] +
+C{(x)z] + Cy(x)z5 = f(x).

Ker sta z/(x) in z,(x) reSitvi homogene enacbe, sta izraza v oglatih
oklepajih enaka 0, zato ostane:

Cl(x)z{ + C5(x)z3 = f(x).

Na ta nacin smo dobili dve enacbi, iz katerih lahko izracunamo neznani
funkeciji Cl(x) n Cz(x):

Ci(%)z(x) + G(x)2(x) =0

Cl(x)z{(x)+ C5(x)z5(x) = f(x).

Gornji enacbi predstavljata sistem dveh linearnih algebrai¢nih enacb,
katerega reSitvi sta:
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Clr(x) - _ ZZ(X)f()C) : C! (X) — ZI(X)f(X) ‘

in
W(Zl \Zy ) 2

Pri tem je determinanta koeficientov:

B zl(x) Z,(x) B . ,
W(Zlvzz)_ 2(x) Z(%) =z,(x)z;(x) — z,(x)z{(x)

vedno razli¢na od nic¢, ker sta po predpostavki z(x) in z,(x) linearno
neodvisni resitvi.

Z integriranjem dobimo nadalje:

o 8

oy /)

—r—dx+c,
W(Zl,ZZ) 2

dx + ¢

in

pri éemer sta ¢, in ¢, sta poljubni integracijski konstanti. Ce vstavimo

sedaj dobljeni funkciji v zaCetni nastavek, dobimo sploSno reSitev
nehomogene enacbe:

y=cz,(x)+c,z,(x)+ Z&ﬂj’%dx * ZZ(X)J-% .

Primer 3.5:

Dolo¢imo splosno resitev enacbe
1 2 —x?
V'+|d4x—— |y +4x"y=3xe" ,
X

. _y2 . . . v . .
e je z;=e " ena izmed partikularnih reSitev prirejene homogene
enacbe!
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RESITEV:

Najprej dolo¢imo drugo partikularno resitev prirejene homogene enacbe.
Ker je
1

—4x——
p(x)=4x =

je po Abelovi formuli

_.[ (4x_3 dx 2

2 re 2 X _2
z,=e" j—zdx:exjxdx:—ex.
x 2

-2
e

Splosna resitev prirejene homogene enacbe je torej
—x? 2 —x*
z=Ce " +Cx"e" .
Da dobimo splosno reSitev nehomogene enacbe, izraCunamo

1 x?

—2x 2x(1 - xz) =2ve™

_ —2x2
W(z1 ,ZZ) =e

ter integrala

3

Cl(x) = —%szdx +c, = —% +c,,

Cz(x):—3j‘a’x+c1 =3x+c¢,.

Splosna resitev enacbe je zato

-x? 2 -x? 3
z=ce " +cxe’ +xe

Hoo
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3.3 Linearna diferencialna enac¢ba s konstantnimi koeficienti

Splo$na oblika te enacbe je:
Y +py' +qy=f(x).
Pri tem sta p in g poljubni realni Stevili.
3.3.1 Homogena enacba
Resitev homogene enacbe
Z"+pz'+qgz=0
18¢emo z nastavkom :
z=e" .
Ker je od tod:
=% in 2" =2%M,
dobimo iz prvotne enacbe:
(kz +p7»+q)eM =0.
Od tu dobimo:
22+ pr+q=0.
Gornji izraz imenujemo karakteristicna enacba diferencialne enacbe
drugega reda s konstantnimi koeficienti. Iz nje izratunamo vrednost

konstante A . Ker gre za kvadratno enacbo, sta njeni resitvi odvisni od
diskriminante

D:p2—4q.
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Glede na njeno vrednost nastopajo tri moznosti:

1) D>0

V tem primeru ima karakteristicna enacba dve razli¢ni realni nicli:

in sploSna resitev diferencialne enacbe se glasi:

hS]

z= e_zx(Cle‘”x + Cze_“’x) :

Gornjo resitev se da zapisati tudi s pomocjo hiperboli¢nih funkcij. Ker je

e +e ™ . e —e ™
chwx:T in shox=——-—,

lahko zapiSemo reSitev tudi v obliki

_px
z=e ? (cl chox +c, shmx).

2) D<0

Karakteristi¢na enacba ima dve konjugirano kompleksni nicli:

Splosna resitev diferencialne enacbe je:

_pr
z=e ? (Cle"”x + Cze_“”x).
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Ce upostevamo Eulerjevo zvezo med trigonometricnimi funkcijami in
eksponentno funkcijo
eimx +e—imx eimx _e—imx

CoOsOX =—— In sinox=———,
2 2i

lahko to reSitev zapiSemo tudi v obliki

px

z=e 7(cl cosax + ¢, sincox) :

3) D=0

Karakteristi¢na enacba ima dvojno realno nic¢lo. Z nastavkom smo tore;j
dobili eno partikularno reSitev

_px
z=e .

Drugo dobimo s pomoc¢jo Abelove formule

—| pdx
~Bx efp
z,=e j

r. r.
dx =e ? Idx=xe 2,
e

Splosna resitev diferencialne enacbe je v tem primeru tore;:

_px
z=(C +Cyx)e 2.

Primer 3.6:
ReSimo homogeno linearno diferencialno enacbo 2. reda
y'=2y'+y=0

in zapiSimo njeno partikularno resitev, Ce je dan zacetni pogoj:
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¥(2)=11in y'(2)=-2.

RESITEV:

Karakteristi¢na enacba
A —20+1=0

ima dvojno niclo
hA=nh,=1,

zato se sploSna resitev glasi:
y=Ce" +Cuxe".

Partikularno resitev ob danih zacetnih pogojih dobimo tako, da te pogoje
uposStevamo v izrazu za y in y'. [z prvega pogoja dobimo

Ce’ +2Ce’* =1
Ker je:

V' =Ce" +Ce' + Cyxe”,
dobimo iz drugega pogoja:

Ce’ +3Ce* =-2,
Iz obeh enacb dobimo konstanti:

C =772, C, =—-3¢2,
tako da je iskana partikularna resitev:

y=Te"? —3xe" 2.
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3.3.2 Nehomogena enacba
Resitev nehomogene enacbe
y'+py' +qy=f(x)
lahko vedno dobimo z metodo variacije konstant, vendar je v nekaterih

primerih izraun partikularne reSitve enostavnejSi z uporabo metode
nedolocenih koeficientov.

Ogleyjmo si to metodo za primer, ko uporaba metode nedolocenih
koeficientov zagotovo vodi hitreje do cilja kot metoda variacije konstant.
Ger za primere, ko je desna stran diferencialne enacbe podana v obliki
polinoma stopnje n:

n
)= A4x" =A4x"+4,_ x4 +A4x+ 4.
k=0
Partikularno resitev v tem primeru iS¢emo v obliki polinoma iste stopnje:
-k
Yo(x) = 2 apx” .
k=0
Gornjo funkcijo dvakrat odvajamo:

n n—1
M) = Yak = Y ap, (k+1)xF
k=0 k=0

n-1 n—=2
Yo(x) = Zak+1(k + 1)kxk_1 =D s (k + 1)(k + 2)xk :
k=0 k=0

in vstavimo vse Stirl izraze (za y,,Vp,»y in f(x)) v nehomogeno
diferencialno enacbo:
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n-2 n—1 n

Zak+2(k + 1)(k + Z)xk +p Zak+1(k + l)xk +q Zakxk = ﬁ: Akxk
k=0 k=0 k=0 k=0

Sedaj izenac¢imo koeficiente pri enakih potencah x na levi ter desni strani
zgornje enacbe inza k =0,1,..,n—2, dobimo:

(k + 1)(k + 2)ak+2 + p(k + l)akJrl +qa; =4, ,
za ostali potenci pa:

pna, + qa, 1= An—l

qa, =4, .

Na ta nacin smo dobili sistem » linearnih algebrai¢nih enacb, ki ima
trikotno obliko in iz katerega lahko zaporedoma izraunamo neznane
koeficiente a; ,k=0,1,..,n .

Primer 3.7:

Pois¢imo partikularno resitev enacbe
P'+y=x"+x.

RESITEV:

Partikularno resitev pois¢emo z nastavkom
Vo= Ay + Ax+ A,x.

IzraCunamo drugi odvod
Vo=A4+24x = yi=24,.

Vstavimo nastavek v dano enacbo, pa dobimo

24, + A+ Ax+ 4 x° =x+x".
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Primerjava koeficientov pri enakih potencah x nam da
A4,=1 4=1 A4,=-2,
tako, da je iskana partikularna reSitev dane enacbe:
2
Vo=X +x-2.

oo

Navedimo Se nekaj primerov, ko se da partikularno resitev dobiti z
metodo nedolocenih koeficientov:

1) Kadar je desna stran diferencialne enacbe funkcija
S(x) =B (x),
in

1.1) A ni koren karakteristicne enacbe, iS¢emo partikularno resitev
v obliki:

Yo(x) = exxzakxk .
k=0

1.2) A je koren karakteristicne enacbo, iS¢emo partikularno resitev
v obliki:

n
A k
Yo(x)=x%e™ Yapx",
k=0

pri Cemer je o stopnja korena karakteristi¢ne enacbe.

2) Kadar je desna stran diferencialne enacbe funkcija
f(x)= e}‘x[Pm(x) cos@x + 0, (x) sincox]

n
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2.1) A £1m ni koren karakteristi¢ne enacbe, ima partikularna
reSitev obliko:

Vo(x)= eM[Rm (x)cosmx +S,(x) sinoox] ,

2.2) A i je koren karakteristi¢ne enacbe, pa ima partikularna
reSitev obliko

Yo(x) = x“eM[Rm (x)coswx + S, (x)sin (nx] :

Pri tem sta B, (x) in R, (x) polinoma stopnje m, O,(x) in S (x) pa sta
polinoma stopnje 7.

Primer 3.8:

Pois¢imo partikularno resitev enacbe
y'—4y'+4y = ezx(x - 1).
RESITEV:

Ker je k=2 dvojni koren karakteristicne enacbe, iS¢emo partikularno
reSitev z nastavkom (o =2):

Yy =X (4, + Ax) = (4" + 4x°).
Izratunamo odvoda:
Vo= |24 +(24,+34)x + 24X’
V=24, + (84, + 6.4 )x + (44, +124)x" +44,x" ]

ter ju skupaj z nastavkom vstavimo v dano enacbo. Na ta na¢in dobimo:

24, +6A4x=x-1,
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od koder sledi:

1 1
= - A = — .
b=y AT
Iskana partikularna reSitev dane enacbe se torej glasi:

2 2x

yozxg (x—3).

oot

34 Eulerjeva2 diferencialna enacba

Enacba oblike:

2..m

xy'"+pxy' +qy=f(x),

kjer sta p in g konstanti, se imenuje Eulerjeva diferencialna enacba
drugega reda.

Tudi v tem primeru najprej reSimo prirejeno homogeno enacbo:
x’z"+ pxz' +qz=0.

Njeno resitev poiS¢emo z nastavkom:
y=x,

pri Cemer je A neznana konstanta. IzraCunamo Se odvoda
Z’="" in Zz'= X(K — l)xk_2 , pa dobimo karakteristi¢no enacbo

X +(p-Dr+g=0,

1z katere 1zraCunamo korena A, in A,.

121 eonard Euler (1707-1783) - §vicarski matematik.
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V primeru, ko sta korena karakteristiéne enacbe razlicna, je sploSna
reSitev homogene enacbe

z=Cx" +Cx".

v 1—
Ce sta korena enaka A, =A, :Tp’ nam nastavek da le eno

1-p
partikularno resitev z, =x ? . Ce dano enacbo prepisemo v obliko

Z”+£Z’+%Z=O,
x x

dobimo s pomoc¢jo Abelove formule drugo partikularno resitev

- P - 1-
Sre 7 Sopdx S
Z,=X I o dx=x|—=x Inx.

Resitev homogene enacbe je torej v tem primeru:

©|T
RS}

z= (C1 +C, lnx)x

Ko smo dobili reSitev homogene enacbe, lahko dobimo reSitev
nehomogene enacbe z metodo variacije konstant. Preden metodo
uporabimo, moramo seveda dano enacbo najprej prepisati v obliko

Primer 3.9:

Resimo enacbo x’y" +xy'—y=xlnx.
RESITEV:
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Z nastavkom z = x” re§imo prirejeno homogeno ena¢bo. Karakteristicna
enacba

N—-1=0

ima korena A, =-1 in A,=1. SploSna reSitev prirejene homogene
enacbe se zato glasi:

C
z=—"+Cyx.
X

Resitev nehomogene enacbe dobimo z metodo variacije konstant.
Najprej prepiSemo enacbo v obliko:

S S | Inx
yot+—=y -——y=—
X X X
IzraGunamo
! X
i 2
W(z.2,) = xl T x
-— 1
X

ter integrala

2 2
Cl(x) = —%jxlnxdx +¢ = —%lnx —% +c,

2 2
X X

1.1 1
Cz(x)zzj.%dx+czz n4 —§+cz.

Splosna resitev enacbe je tore;j:
y=ﬁ+02x+g(2ln2x—21nx+1).

X

Lo
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