1. Osnovni pojmi

Enacba, v kateri poleg neznane funkcije neodvisnih spremenljivk ter
konstant nastopajo tudi njeni odvodi, se imenuje diferencialna enacba.

Primer 1.1:

Diferencialne enacbe so izrazi:

"

y" +ay' +by2 =sinx

2 "

x“y"+asiny’ =x"¢

x%dy + ysinxdx = xy* .

Hoo

Diferencialna enacba se imenuje navadna, Ce je neznana funkcija
odvisna le od ene spremenljivke in parcialna, ¢e je neznana funkcija
odvisna od ve¢ neodvisnih spremenljivk.

Primer 1.2:

Enacba

244

V" +ay’ +by* =sinx

je navadna diferencialna enacba. Enacba

je parcialna diferencialna enacba.
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Stopnja najviSjega odvoda neznane funkcije v diferencialni enacbi
doloca red diferencialne enacbe.
Primer 1.3:
Enacba
x*y' +2y° =e* cosx
je navadna diferencialna enacba prvega reda. Enacba

o1 FT_ o

+ a—
oxt oy ot
je parcialna diferencialna enac¢ba drugega reda.

Hon

Diferencialna enacba je linearna, ¢e nastopajo iskana funkcija in njeni
odvodi le v prvi potenci. V nasprotnem primeru je diferencialna enacba
nelinearna.
Primer 1.4:

Diferencialna enacba

X2y xy + (x2 - az)y =sinx

je navadna linearna diferencialna enacba drugega reda. Enacba

je navadna nelinearna diferencialna enacba drugega reda.
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1.1 ReSitve diferencialne enacbe

Splosno diferencialno enacba reda n zapiSemo v obliki:
F(x,y,y’,y”,...,y(n)] =0.

Vsaka funkcija y = y(x), ki zadoS¢a dani diferencialni enacbi, je resitev

te diferencialne enabe. Da se pokazati, da ima najsplosnejSa reSitev
dane diferencialne enacbe reda n obliko:

¢(x,»,.C.,G,,....,C,) =0,

kar pomeni, da reSitev vsebuje n poljubnih konstant C;,G,,...,C,. Taka

reSitev se imenuje splosna resitev ali splosni integral diferencialne
enaébe. Ce te konstante na osnovi nekih posebnih pogojev lahko
dolo¢imo, dobimo posebno ali partikularno resitev diferencialne enacbe
(v€asih lahko recemo tudi partikularni integral diferencialne enacbe).
Seveda je partikularnih reSitev pravzaprav neskon¢no mnogo, po ena za
vsak nabor vrednosti konstant C,,G,,...,C,.

Primer 1.5:

Splosna resitev diferencialne enacbe prvega reda

y—y=0
je funkcija
y=Ce"

Ce na osnovi nekih dodatnih pogojev ugotovimo, da je konstanta C =2,
dobimo partikularno resitev

y=2¢e".

Uod



Primer 1.6:

Splosna resitev diferencialne enacbe drugega reda
y'—a’y=0

je funkcija:
y=Ce™ +Ce ™

ali pa funkcija:
y=c;shax +c,chax.

Nekatere mozne partikularne reSitve pa so:

za ¢ =-1,¢=0: y =—shax,
za C =5 C=-2: y=5e" —2e",
za ¢ =1, ¢ =\: y=shax —Achax.

Uod

V nekaterih primerih pa obstaja za diferencialno enacbo tudi resitev, ki
jo ne moremo dobiti iz sploSne reSitve. Taka reSitev se imenuje
singularna resitev.

1.2 Metode reSevanja diferencialnih enacb

Postopek reSevanja diferencialne enacbe imenujemo integracija
diferencialne enacbe. Integrirati diferencialno enacbo pomeni tore;j:

e dolociti njeno splosno reSitev  in/ali
e dolociti njeno partikularno resitev.



Ce nam uspe resiti diferencialno ena¢bo s kombinacijo elementarnih
funkcij in/ali integralov elementarnih funkcij, pravimo, da smo dobili
reSitev dane enacbe v zakljuceni obliki (ali v kvadraturah).

Primer 1.7:

Enacba prvega reda
Xy —y=x’

1ma resitev

3

X
=Cx+—.

4 2

Resitev enacbe drugega reda

xzy”+xy’+ax2y:0

pa se ne da izraziti kot kombinacija elementarnih funkcij.

HEN

Nabor diferencialnih enacb, katerih reSitev se da dobiti v zakljuceni
obliki, je omejen. V sploSnem obstajata dve skupini metod reSevanja
diferencialnih enacb:

e analiticne metode:

e posebne metode integracije,

¢ sploSne metode integracije,
integracija s pomocjo vrst,
integralske transformacije,
metoda zaporednih priblizkov,
druge metode;

e numericne metode - s temi metodami dobimo lahko le priblizno
partikularno res$itev enacbe:




metode numeri¢ne integracije,
metoda kon¢nih diferenc,
interpolacijske metode,

druge metode.

1.3 Zacetne in robne vrednosti

Pri prakti¢nih problemih, ki jih opisujemo z diferencialnimi enacbami,
nas obiCajno splosna reSitev sploh ne zanima - Zelimo dobiti le neko
partikularno reSitev. Pri partikularni reSitvi moramo poznati vrednosti
integracijskih konstant, ki jth bomo dobili tako, da bomo v problemu
postavili nekatere dodatne pogoje. Ti pogoji nam bodo omogocili
izracun natanko dolo¢enih vrednosti integracijskih konstant.

Opomba: Ce v konkretnem prakti¢nem problemu pogoje spremenimo,
dobimo iz novih pogojev drugatne vrednosti konstant in s tem neko
drugo partikularno resitev.

Pri_diferencialnih enacbah prvega reda za dolocitev partikularne reSitve
zadoS¢a en sam pogoj, pri diferencialnih enacbah drugega reda (ali celo
visjih redov) pa imamo vec moznosti.

Glede na obliko pogojev lo¢imo:

e problem zacetnih vrednost - za diferencialne enacbe prvega reda
je v tem primeru v toc¢ki x = x,, predpisana vrednost funkcije:

y(x0) =Yo5

za diferencialno enacbo drugega reda pa sta v tem primeru v
tocki x = x,, predpisana vrednost funkcije in njen odvod:

¥(xg)=4, y(x)=B.
e problem robnih vrednosti - za diferencialno enacbo drugega reda

mora partikularna reSitev zados¢ati pogojema, ki sta podana v
dveh to¢kah x =x; in x = x,. Taki pogoji so npr.:
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y(x)=4, y(x,)=B5,
ali pa

ay(x)) +by'(x)) =4, cy(x) +dy'(x;)=B .
o problem lastnih vrednosti - je robni problem, ki vsebuje

parametre, neodvisne od x in y. Primer take naloge je npr. dolo¢iti
skalar A iz diferencialne enacbe

'+ 2y =0

pri danih robnih pogojih
T
0) = (—) =0.
¥(0)=13

Za razliko od problema zacetnih vrednosti, ko v vsakem primeru dobimo
eno samo reSitev, ima naloga ob robnih problemih lahko eno, pa tudi
neskoncno ali nobene partikularne resitve.

Primer 1.7:

Enacba prvega reda
y'+y=0

ima resitev
y=C cosx+C,sinx.

Resitev robnega problema y(O) = y(n) =0 je funkcija
y=GC,sinx.

Ker je C, poljubna konstanta je reSitev neskoncno mnogo.

ton
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1.4 Naloge

Za vsako od naslednjih diferencialnih enacb dolo¢i, ali je enacba
navadna ali parcialna, ali je linerana ali nelinearna ter doloci njen red!

. y"+ a(y')2 — x3y = COSX;

Resitev:  navadna, nelinearna, drugega reda.

2. (sinx—cosy)dy+3 x—ydx=0;

Resitev: navadna, nelinearna, prvega reda.
d’y  d*y

3. —)3)+x—;/+smxy= 0;
dx dx
Resitev: navadna, linearna, tretjega reda.
oz 0Oz

4. —+z—=xp;
ox 0Oy

Resitev:  parcialna, linearna, prvega reda.

5. y"—-yy' =xlnx;
Resitev:  navadna, nelinearna, tretjega reda.
6. y'+xy' =cosy”;

Resitev:  navadna, nelinearna, tretjega reda.
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7. M:a%'

o? ot’

Resitev:  parcialna, linearna, drugega reda.

8. Vw® +w= sinx;

Resitev:  navadna, linearna, petega reda.

d*y)’
9. {d—i;j +5x =siny;
X

Resitev:  navadna, nelinearna, Cetrtega reda.

V nalogah od 10 do 15 preveri trditev, zapisano ob diferencialni enacbi!

: C dy . .. :
NavopiLo: V vsaki nalogi izracunaj odvod y’ =Y nali drugi odvod
dx
. d y . : : y :
:7 itd.. ter te izraze vstavi v ustrezno enacbo. Trditev bo
X

pravilna, ko bo leva stran enacbe identi¢no enaka desni strani.

dzy 2dy
— S
de® xdx x

2y _

10. A

0 mmareSitev y=Cx+ sz2 ;

[ 2
11. xydx+1-x>dy=0 imaresitev y=Ce'"™ ;

12. (x+y)dx+xdy:0 ima resitev x° +2xy=C;

13. x%—y+xw/x2 —y? =0 ima resitev: arcsinZ:C—x;
X X
dy 2dy 2y _

14. + 0 ima reSitev y=Cx + szz ;

dx* xdx x?
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1oz 10z =z

15, —+——=— 1maresitev z=

xXo0x yoy y2
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