Spostovana Studentka in cenjeni Student

Veseli me, da Vas ta predmet zanima. Na tem mestu so zapisana
nekatera pojasnila dokumentov, ki se nanasajo na drugi del
predmeta Mehanika in hidromehanika. Drugi del predmeta namrecC
obsega predvsem dinamiko in osnove hidromehanike. Prvi del
tega predmeta obsega statiko, ki jo predava prof. Milan Batista.
Slednji je tudi nosilec predmeta. Pogoj za pristop k ustnemu izpitu
je pozitivha ocena iz kolokvijev, tako iz statike kot iz dinamike, ali
pa pozitivha ocena pisnega izpita iz teh dveh delov predmeta.

PriloZeni dokumenti niso skripta za navedene vsebine, pac
pa so prirejeni zapiski predavanj za predstavitev vsebin na
prosojnicah. Gre torej za zaporedje prosojnic, ki se nahaja v 15-ih
word dokumentih. Vmes so tudi nekatere vaje. Ene vaje so reSene
in sluzijo kot primeri obravnavanih vsebin. Druge vaje pa so zgolj
nakazane in se resujejo pri vajah, ki predavanjem sproti sledijo.
Omeniti velja, da tudi vsebina Se ni dokonéna. Morda bom tudi
katero od obstojecCih vsebin zgostil, drugo pa obarval s kakSnimi
zanimivimi primeri. NekoC bodo te prosojnice predelane v obliko, ki
je primerna za skripto.

Ker gre za prvo elektronsko verzijo zapiskov predavanj za
prosojnice, je v njej zagotovo precej napak. Tako npr. opazam, da
v natisnjeni obliki vektorske koli€ine, ki naj bi bile pisane s
poudarjenim in odebeljenim tiskom, niso odebeljene v slikah, kot
tudi ne v nekaterih izrazih. Zaradi barvnih slik nekatere skice
natisnjene v ¢rno-belem tisku niso primerno jasne. Prisotne so tudi
vsebinske, kot tipkarske napake, tu in tam so stavki niso v celoti
zapisani. Vendar sem mnenja, da bodo zapiski tudi v taksni obliki
lahko Studentu v pomoc, zato sem se odlocCil, da naj bodo
objavljeni na spletni strani fakultete in sicer na:

www.fpp.edu/~milanb/tpmeh/malacic

Vsem, ki me bodo opozorili na napake, pa morda tudi svetovali,
kako jih odpraviti, se v naprej zahvaljujem.

S pozdravi, izred.prof.dr. Vlado Malacic
http://www.mbss.org malacic@mbss.org

Piran, 14. feb. 2008



Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in hidromehanika V. Malagi¢

PREGLED PREDAVANJ
OSNOVE DINAMIKE
l. Newtonovi zakoni - ponovitev

Il. Matemati¢éne osnove in definicije nekaterih fizikalnih
koli€in

Kaj je vektorska koli¢ina? Kaj skalar? Razlika in vsota dveh vektorjev Skalarni produkt in delo

sile

Vektorski produkt in navor sile

Casovni odvod skalarne in vektorske koliCine (trenutna hitrost in pospesek, moc)

Casovni integrali (hitrost kot funkcija pospeska, opravljena pot kot funkcija hitrosti)

Kartezi¢ni in polarni koordinatni sistem v ravnini

lll. Opis gibanja

Tirnica, parametrini zapis gibanja in opravljena pot

Premocrtno gibanje

Krozenje - osnovne lastnosti

Enakomerno krozenje in centripetalna sila, neenakomerno krozenje

Inercialen in rotirajo¢i opazovalni sistem , Coriolisova in centrifugalna sistemska sila
Nihanje (projekcija krozenja)

IV. Ravnovesje telesa

Newtonovi zakoni

Pogoji za ravnovesije toCkastega telesa

Vztrajnost in sprememba gibanja togega telesa

Sila lepenja in trenja, aktivne in reakcijske sile, vztrajnostna sila

Ravnovesje navorov, navor vzporednih sil, teziS¢e, navor dvojice sil, gonilni navor

V. Vrtilna kolicina

Izrek o vrtilni koli€ini toCkastega telesa (vztrajnostni moment tockastega telesa)
Vrtilna koli€ina sistema toCkastih teles

Vrtilna koli€ina in vztrajnostni moment togega telesa

Steinerjevo pravilo, primeri vztrajnostnega momenta

Vrtenje togega telesa, gavne osi vrtenja

Ohranitev ravnovesja za togo telo

VI. Delo in energija

Delo pri translatornem gibanju in pri rotaciji telesa
Kineti¢na energija togega telesa

Potencialna energija, delo konzervativnih sil
Proznostna energija

Izrek o ohranitvi mehanske energije
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Pregled predavanj

OSNOVE HIDRODINAMIKE

VIl. Definicija teko€ine, laminaren in turbulenten tok
VIIl. Strizna napetost in viskoznost
IX. Kontinuitetna enacba, tok po ceveh

X. Hidrostatika (HS paradoks, HS sila, jezovi in rezervoarji,
stati¢na sila vzgona, metacenter)

XIl. Bernoullijeva enac¢ba (Ventourijeva cev)
Xll. Uporaba Bernoullijeve ena€be (sod, zastojni tlak)

XIll. Poiseuillov tok (za viskozno teko€ino ne velja
Bernoullijeva ena€ba)

XIV. Reynoldsovo stevilo, Stokesov zakon upora,

XV. Dinamiéni upor kot posledica porazdelitve
» tangencialne napetosti po povrsini telesa (kozni efekt)
= hitrosti tekoCine in s tem tlaka tekoCine na telo

XVI. Dinamié¢na sila vzgona

Literatura
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2. Kladnik R., 1974. Osnove fizike, |, DZS.

Predavanja so na:
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1. Newtonovi zakoni - ponovitev

1. Prvi, drugi in tretji NZ

. MATEMATICNE OSNOVE S FIZIKO

1.1 SKALARNI PRODUKT IN DELO SILE

|. Kaj sta vektorska in skalarna koliCina, razlika in vsota

vektorjev

Il. Osnove trigonometri¢nih funkcij in priblizki za majhne kote,

kot (radiani) in lok

lIl. Naj je majhen pomik to¢kastega telesa 4s 71 s silo F.

v
/ Trajektorija

As

Definicija:
Delo sile AA pri majhnem
pomiku je definirano kot:

AA = F As
Sila F je konstanta med

majhnim pomikom telesa
4s.

IV. Majhen pomik toék. telesa ni vzporeden s silo (4s 3% F)

pomikom, torej:

Delo sile 4A pri majhnem
pomiku je definirano kot:

AA = F e 45,
kjer ® oznacuje skalarni
produkt dveh vektorjev.
Zopet si zamislimo, da je
delo sestavljeno iz
produkta tiste komponente
sile Fg, ki je vzporedna s

AA = F o As = Fs 4s. V pravokotnem trikotniku je
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(/,z—:%jps _ Fcosp. Zato je delo sile F, ki ni

vzporedna s pomikom ds enako:
AA = F cos ¢ 4s.

Celotno delo zunanje sile vzdolz gibanja telesa pa je vsota del sile
vseh drobnih pomikov:
A= klgo;AA‘ = IIV1EOZF;ASi cosg = .[Fcosgﬁ ds = _[FOds .
Ce je sila konstantna med gibanjem telesa (ohranja jakost in smer
glede na smer gibanja), jo lahko postavimo izven integrala
A= IFcosgo ds = Fcosgojds =Fcosps=Fscosp=Fes

Delo je enostaven skalarni produkt vektorja sile in vektorja
opravljenega premocrtnega pomika poti samo takrat, ko je sila
konstantna (gibanje pa premoértno). A= Fe s, Ce FTT s je A=Fs.
Enota za delo: [N m = kg (m/s?) m = kg m?/s® = J].

Vaje
1. Gibanje plovila pod kotom glede na recni tok.

2. Letalo, delo sile teze pri horizontalnem gibanju

Ce sta
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sila in pomik pravokotna, ¢ = /2, cos ¢ = 0 in je delo sile pri
pomiku ds: dA = F e ds = 0, zato je tudi celotno delo, ki je vsota
teh prispevkov

A=[Fcospds=|Feds=0.
Delo sile, ki je pravokotna na pomik telesa, na katerega sila deluje,
Je enako nic.
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1.2 DEFINICIJA MOCI

MOC = P = delo na &asovno enoto = %

Enota za mo&: [W = J/s = N m /s = kg (m/s?) m/s = kg m? s?].
Diferencial dela je sorazmeren z mocjo dA = P dt, delo je Casovni
integral moci:

A=[dA=|Pdt

Ce je mo¢ P = konst., samo tedaj velja, da je
A=P|dt=Pt.

Ker velja dA = F cos ¢ ds, je moC

dA Fcoseds
dt dt

kjer je v hitrost tockastega telesa. Ce je F17 v, je cos ¢ = 1, samo
tedaj velja za trenutno mog, ki je funkcija ¢asa t:

P=

=Fcospv=Fvcosp=Fev,

P (t)= Fv,

v vsakem trenutku — ni nujno, da sta sila in hitrost konstantni.

Vaje

Povpre¢na vleCna mo€ motorja vozila je 30 kW. Koliko je delo, ki
ga opravi motor v eni minuti? Koliko pa je, ¢e uposStevamo, da je
izkoristek motorja 80 %?. Naj elektromotor poZene vozilo mase
1200 kg z mesta s stalnim pospesSkom. Kolika je konCna hitrost
vozila?

m = 1200 kg
P =30 kW
t=60s
n=0,8

A=Pt=18x10°J
A =AW= W - W= Wi=mV2 = v=(2AIm)"
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Ao=nA=vy=(2A/m)"2 = 215 AIm)'"*

3. Plovilo, delo sile upora

F, ™ v.F,Tl ds

dA=F,eds=F,dscosn
dA=-F,ds<0.

Sila, ki nasprotuje gibanju,
opravi negativno
(zaviralno) delo.

VAJE: Kladnik, 1996, str. 14, vaja 1.33, str. 12, vaja 1.26.

4. Raketa, njeni pospeski

VAJE: Hannah and Hillier, 1971, vaje 1, 2 str. 69:

ap=asing

Celotni pospesek je
vektorska vsota:
a=ap+g=(aya)
njegova jakost: iz
skalarnega produkta
aa=a = (a,+g)

ap = (apsing, a,cosg), g = (0, -9), tan o = a,/ay

a = (apsing, a,cose - g) = (ax, a,), ax= apsing, a,= a,cosp-g
a’=(ap+g)=(ap+g).(ap+g)=

(a,sing, a,co8¢ - g).(a,5IN@, a,c08¢ - g) = a,°sin’p + (a,cos¢ - g)°
a’ = a,’sin“p + a,°cos’p + g° - 2 a,c089 g

a= (a,’sin’p + a,’cos’p + g° - 2 a,g cosp)'?

a = Atan(a,/a,) = Atan((ap,cos¢ - g)/ a,sing)
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1.3 KOMPONENTNI ZAPIS SKALARNEGA PRODUKTA

Enotni vektoriji:

i=(1,0,0)
F,_ | j=(0,1,0)
, | k=(0,0,1)

il =1=j = |k

Komponentni zapis vektorja sile:

F=Fi+Fj+Fk=F(1,0,0)+F, (0,1,0)+F,(0,0,1)
F=(F0,0)+(0,F,0)+ (0,0, F,)=(Fx Fy, F,)

Majhen pomik toCkastega telesa ds = (dx, dy, dz)
ds =dx i+ dyj+ dz k. Delo sile na telo pri majhnem pomiku:

dA=Feds=(Fi+F,j+F,k)e(dxi+dyj+dzk)

Skalarni produkt dveh vektorjev a in
b:
aeb=abcos ¢ {=0, Ce p=n/2}
{= ab, Ce ¢ =0}
3 zato:iei=11cos(0)=1,

b iej=11cos(n/2)=0,ie k=0
iej=jei=0,iek=kel=0,
jJoek=kej=0

iei=jej=ke k=1
dA=Feds=  F,dxiei+Fdyiej+F dziek+
Fyebcjei+ Fydyjej+ Frdziek+
Fraxkeoi+F dykej+F,dzkek
dA = Fxdx + F,dy+ F,dz=Fdscos ¢o.=Feds
dA==Feds==F,dx+F,dy+F,dz

Ce F = konst. in gibanje po premici:
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A=[Feds=[Fdx+|[Fdy+|[Fdz=F [dx+F [dy+F |dz
A=Fx+F y+Fz=Fes, F=(F,F.,F), s=(x,),z)

Skalarni produkt dveh
vektorjev a in b:

. Projekcija vektorja
anab:
proj b, proj ap = @ cosg
k ker:ae b=abcosp

a N\ b — aeb=bproj ap
Velja tudi:
/proj ap proj b, = b cosg

—aeb=aprojb,,

Ce p=1/2 = projb,=proja,=0=aeb=0.

Ponovitev:
Delo zunanje sile pri majhnem pomiku telesa je skalarni produkt
sile in majhnega pomika:
dA =Feds=Fdscosg
=Fydx + F,dy+ F,dz.

Ce F = konst. na premodrtni poti delca = ¢ = konst.
A=Fscosp=Fx +F, y+F,z

Delo sile, ki je pravokotna na gibanje telesa, t.j. pravokotna na
hitrost in na majhen pomik telesa (¢ = /2, cos ¢ = 0), je enako nic.
Najvecje delo opravi sila, ki deluje na telo v smeri njegovega
gibanja (¢ = 0, cos ¢ = 1). Zaviralne sile (trenje, upor), Ki
nasprotujejo gibanju (¢ = &, cos ¢ = -1), pa opravijo negativno delo
(A<0).

Primer: F=(3,6,2)N;s=(2,4,-1)m; A="?
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1.4 VEKTORSKI PRODUKT DVEH VEKTORJEV IN NAVOR SILE

I. r1L F:Rocicaod
osiSCa do prijemaliSca
sile r je pravokotna na
silo F . Rocico
premaknemo v
prijemaliSCe sile in jo
po najkrajsi poti
sukamo proti sili.
Navor M sile kaze v smeri lezenja desnega vijaka. Njegova
smer je pravokotna tako na silo F, kot na vektor prijemaliSCa
sile r. Velikost navora pa je doloCena kot produkt:

M=rF
Il. rni pravokotna na F, med njima je kot ¢.

[Prijemalice sile|

Ponovno za dolocCitev smeri
navora sukamo vektor
prijemalisCa sile r proti sili F po
najkrajSi poti. Smer navora M je
po definiciji doloCena kot smer
lezenja desnega vijaka in je
ponovno pravokotna tako na r,
kot na F, Ceprav r ni pravokotna
na F. Jakost navora pa je
doloCena kot plosc€ina
paralelograma, ki ga napenjata rin F, torej:

M=rFsin ¢
Tako smo dolocili vektor navora po smeri in po jakosti. Drugace
povedano: Vektor navora M je vektorski produkt med vektorjem
prijemaliSCa sile rin silo F, ali:

M=r xF.

10
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Komponentni zapis

i=(1,0,0)j=(0,1,0); k=(0,0,1)
r=xi+yj+zk=(xy, 2),
F=Fi+F j+F,k=(FF,F,

M=rxF=(xi+yj+zk)x(Fci+F,j+F,k)

M= xF.ixi+tyF . jxitzF. kxi-+
xFyixj+yF jxj+tzF kxj+
XFixk+yF,jxk+zF.kxk

i X i=? i x i|=i|lijsin0=110=0 {a x b=ab sin ¢}
=ixi=jxj=kx k=0=(0,0,0)

ixj=? |ixjl=lijlsin(n/2) =111=1;i x k|=1
ixj=k=(0,0,1); jx k=i=(1,0,0); kxi=j=(0,1,0)

z jxi=-(ixj=-k
] ‘ kxj=-(Gx k)y=-i
kxi=j[ . Jyxk=i ixXk=-(kxi)=-j
N
I/ y .
y %= k M= O+ny(-k)+ZFx].+
XF,k+0+zF, (-i)
+ xF,(-H+yF,i+0

M=yF.-zF)i+zF,-xF)j+(xF,-y F)k

M =rsingp F=r. F=F, r, kjer je r, dolzina roCice, ki je pravokotna
na silo in F, komponenta sile, ki je pravokotna na rocico.

A B
M=\x y z
FoFF

AN
rsi% / Ponovitev:
M 4

7

11
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Skalarni produkt dveh vektorjev — je skalar: a e b = a b cose.
Cealb=aeb=0.

Vektorski produkt dveh vektorjev je vektor, za njegovo jakost velja:
lax bj=absing.CeallTh,aia’™Nb=axb=(0,00)=0.

1.5 NAVOR DVOJICE SIL

-F IIl. Dve sili, ki sta si

vzporedni in

i \ L - nasprotno smiselni
B & ter ne lezita na isti
nosilki (premici)
tvorita navor dvojice
sil okoli poljubne
toCke v ravnini sil.

Navor sile Fje Mi =r x
F, po jakosti M; = r F sin (90°) = r F.
Navor sile — Fpaje Mo=-r x(- F)=r x F.
Navor dvojice sil je vsota navorov posameznih sil:

M=M,+M,=2rx F=d x F, M= dF,
kjer d dolzina celotnega klju€a (razdalja med nosilkama sil). Ko sili
nista pravokotni na roCico, ampak oklepata kot ¢ pa je jakost

navora M
M =d F sin (¢).

d = 2r je vektor, ki povezuje
prijemaliSCe sile — F s
prijemalisCem sile F, ¢ pa kot
med vektorjem zveznice
prijemaliSC d in silo F. Zgorniji
izraz velja tudi za dvojico sil,
katerih zveznica prijemaliSC ni
pod pravim kotom glede na
smer sile:

12



Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in hidromehanika V. Malagi¢

Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in hidromehanika predav. V. Malagi¢

1.6 TRENUTNA HITROST TOCKASTEGA TELESA, OZ. HITROST GIBANJA
TEZISCA TOGEGA TELESA

Tockasto telo se giblje po trajektoriji (tirnici)
r — radij vektor lege toCkastega
telesa
| A r- vektor diference pozicij
telesa v trenutkin t + A tin t.
Ar (t) Trenutna hitrost je definirana
kot Casovni odvod radij
vektorja delca:

y(¢) = lim r(t+At)—r(t) _lim Ar(t) :ﬂ

At—0 At A0 At dt

r(t)=x(t)i+yt)j+z(t) k
v (1) = dridt = dx(t)/dt i + dy(t)/dt j + dz(t)/dt k =
v (1) = vilt) T+ v(t) j + ve(t) k
v (t) = (vx,vy, v2)

vy = dx/dt; v, =dy/dt, v, =dz/dt;

Kot ¢ med radij vektorjem in osjo x, kotna hitrost o (njena
jakost):

(1) = lim pt+A)—o@t) . Ap(t) _dp |
At—=0 At At—0 At dt

kar smo opredelili kot €asovni odvod skalarne koli¢ine. 21.feb.
2008

13
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1.7 TRENUTNI POSPESEK TOCKASTEGA TELESA

je ¢asovni odvod hitrosti:

a(t) = lim A0 =V AVE) _dv
At—0 At At—0 At dt

V(1) = vi(t) I+ vy(t) j + vi(t) k
a(t)y=dvidt=d v, (t)/dti+dv, (t)/dtj+dv, (t)dtk=
a(t)=ax(t) i+ ayt) j+ alt) k
a () = (ax.ay, a;)

ay = dv, /df; ay = dv, /dt; a,=d v, /dt,

‘a‘z\/af +a +a;

14
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. KROZENJE TOCKASTEGA TELESA
Il.1 UvobD

A Je dvodimenzionalno
(ravninsko) gibanje, pri
katerem je dolzina radij

vektorja lege toCkastega
telesa konstantna:
r(t) = r = konst. # r(¢).

(obstajajo tudi 3 D gibanja, za katera
zgornji pogoj velja, pa niso kroZenja,

‘ npr. gibanje po Zemlji) Radlj
vektor r(t) se spreminja

po smeri, je (periodi¢na)

funkcija Casa.

To velja tako za enakomerno, kot za neenakomerno

krozenje. Velja tudi r(t) L v(t) za vsak t.

Pri enakomernem krozenju je jakost obodne hitrosti toCke

stalna:

v = p(¢)| = konst. = v(?).

S Casom pa se stalno spreminja njena smer: v = v(f), ki se
periodi¢no ponavlja.

Pri neenakomernem KkrozZenju pa jakost hitrosti krozeCega
toCkastega telesa ni konstantna, se spreminja

v=v(t) = ‘v(t)‘ # konst.
kot se stalno spreminja njena smer: v = v(1).

e ()= ﬁ je enot. vektor radij vektorja toCke r.
r

e, (f) — enot. vektor v smeri gibanja oz. hitrosti v toCke po
kroZnici, s Casom spreminja smer: e,(t) TT (1), ew(t)=|v—|.
\4

Tudi ta se spreminja po smeri. Velja: |eJ=1,lel=1,v

vsakem trenutku: e, L e..

15
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dolzina loka kroznice /, ki je napet nad kotom ¢
r jel=rao,

dolzina loka Al, ki je napet nad majhnim kotom Ag pa
je

Al = r Ag.

Za majhne kote A velja, da je
dolZina loka pribl. enaka dolzini
tetive Ar:

Ap—>0=Ar > Al=rAgp,
‘Ar‘ = Ar = rAg, ker Ar TT e, .

Ap—>0=Ar > rAgpe,

v(0) = < lim 2 Z1im ™% = e 1im22 = re 2.
} dt At—0 At At—0 At i
Casovni odvod kota je kotna hitrost @ = d¢/dt, zato za

vsako krozenje velja

vit)=rwe,.
Jakost obodne hitrosti v je povezana s kotno hitrostjo w:

v(f) = r o.
Obodna hitrost
je polmer krat
kotna hitrost —

\ za vsako
kroZenje, tudi
neenakomerno.
Pri
enakomernem
krozenju sta
kotna in obodna
hitrost po jakosti
stalni. Postavimo

16
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0s, ki gre skozi srediSCe krozZenja in je pravokotna na
ravnino krozenja. Vektor kotne hitrosti w naj lezi na tej osi
in kaze v smeri lezenja desnega vijaka, Ce krajevni vektor
r po najkrajSi mozni poti sukamo proti hitrosti krozenja v
(w je pseudo vektor) . Pokaze se, da je tedaj obodna
hitrost v sestavljena kot vektorski produkt kotne hitrosti in
krajevnega vektorja
V=0 xr
[rad/s * m = m/s]
Omega sukamo po najkrajSi mozni poti proti krajevnemu
vektorju in dobimo smer obodne hitrosti.

=-r xw

v=rwe,
V=ro

Preverjanje:

o=okr=re; -rxw=-roexk=roe,

1.2 ENAKOMERNO KROZENJE TOCKASTEGA TELESA IN CENTRIPETALNI
POSPESEK

Pri enakomernem krozenju je jakost obodne hitrosti toCke
stalna:

V= ‘v(t)‘ = konst. # v(?).

S ¢asom pa se periodicno spreminja njena smer: v = v({),
v(t+T) = v(1), kjer je T perioda krozenja. Seveda se
ohranja tudi dolzina radij
vektorja r = konst.

Ali ima toCkasto telo pri
enakomernem krozenju
pospesek?

17
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Enotni vektor e, ima smer obodne hitrosti, saj je:
v=ve,. Zanima nas njegova Casovna sprememba pri
kroZenju. Ponovno uporabimo nacelo, da sta si dolzina
loka in sekanta pri majhnem kotu skoraj enaka:

Ap—>0=> ‘Ae(p‘ —> ‘ew‘Ago =A@

Ae, ™ e, Ae, Nr, torej: Ae,=-Age

Pri enakomernem krozenju se jakost hitrosti ohrani (v =
konst. = Av=0), zatoizv=ve,= Av=VvAe,=-VAgpe,.
To uporabimo pri formuli za pospesek:

. A . A
a_(¢)=1lim v _ —hm—(over = —@ver =-wve,,
A1—0 At At—0 At dt
a. = v

c

To pomeni: enakomerno krozenje je pospeSeno gibanje, krozeCe
toCkasto telo obCuti pospesek, ki je usmerjen proti centru krozenja,
imenuje se radialni ali centripetalni pospesSek. Ta zagotavlja
stalno spremembo smeri hitrosti — njen odklon proti centru
krozenja.

Ker je v = r w, izraCunamo centripetalni pospesek iz obodne, ali iz
kotne hitrosti:

a:=vw=ro =V

18
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Centripetalni pospesek tudi pomeni, da (po 2. Newtonovem
zakonu) obstaja tudi centripetalna ali radialna sila:

F.=ma.=-rdo’e.
F.=mro° =mVvir,
kjer smo z m oznacili maso krozeCega telesa, z a; pa

centripetalni pospesek. Tudi sila je usmerjena proti centru
kroZenja.

Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in hidromehanika predav. V. Malagié

VAJE

v = konst.,
vozilo je
vleceno.
m=12t
tan o =5 %
v =72 km/h

Pvleéna=?Pv=FvV; Fv=?

Kolesa
blokirana, drsno
trenje.

Avto se giblje
navzdol z enako
hitrostjo, kot se
je prej navzgor, zato bo k; enak. Kolik je k; ?

19
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3. KolikSen je ki, da je pospeSek a=07?

4. Klada

F=7

Zapisi
ravnovesije sil
za klado m in za
breme M, pri
¢emer se breme
(in klada)
gibljeta s

pospeskom a.

KolikSno breme lahko dvignemo s
silo 50 N?

F=50N
r,=20cm
ri =40 cm
m="7?

> M, =0

21
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F Dvojni Skripec (mocno

& trenje med njima), ali dva
mirujoCa zobnika
F=50N, rr=10 cm,

r, =20 cm, r3 =30 cm,
I=40cm

m="?
m

a=40cm
m = 5 kg
R=9cm
N=7?2 F=7

|. Ravnovesije sil
Il. Ravnovesje navorov

22
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1.3 NEENAKOMERNO KROZENJE

Za vsako krozenje velja, da gre za ravninsko gibanje: | r|=
r = konst., r(t) L v(t). Enakomerno krozenje:
jakost obodne hitrosti |v|=v=konst,

Neenakomerno krozenije: ME v(t) — jakost hitrosti NI
konst., hitrost se s Casom spreminja po jakosti in po smeri.
Vendar Se vedno velja, da ima hitrost v smer tangente na
kroznico in da je L na r. Zato Se vedno velja zveza med
obodno v in kotno hitrostjo w: v(f)= v =row e,; v = ro.

Pospesek

Av(t) dv
=—,AV=AV, + AV;
At dt

Av,— radialna sprememba hitrosti, kot pri enakomernem krozenju,
Av; — tangencialna sprememba hitrosti, le pri neenakomernem
krozenju.

a(t) =1im

At—0

Av,. T4 r.e, : sprememba
hitrosti zaradi spremembe
smeri hitrosti
AV, =-VAQ e,
AviTT vee,:
sprememba hitrosti zaradi
spremembe jakosti hitrosti
AV = Av; e,

Av=-vAp e+ Avie,=

5 Av(t) _ VA e + Av, c.
v(t+AL) At At At °
AV o v(?)
Av,
a(t)= im0 _ iYL — e +
At—0 At At—0 At At—0 At 4

23
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V = V¢ = ro, Ker je r = konst.=
dv/dt = r daw/dt, kjer je kotna hitrost o = dg/dt [rad/s].

dv 0
a(t)=-vwe, +—e =—-voe +r—e,
dt dt
rad. posp. tang. posp.

Vpeliemo kotni pospesek o = daw/dt = d’@/d#, tangencialni
ali obodni pospesek je tedaj a; = re, celotni pospesek pa:

a(ty=—rw’e, +roe, =-ae, +ae,,
Kjer je radialni ali centripetalni pospesek: a; = ro,

tangencialni ali obodni pospesSek: a; = ra. Jakost celotnega
pospeska pa je

a=.la’ +a’ .

Obodni pospesek pove, kako se obodna hitrost spreminja po
jakosti:
Obodna hitrost (njena jakost): vy = re = polmer * kotna hitrost

Obodni pospesek: a; = dvi/dt= d(rw)/dt = r dw/dt =ra
a; = polmer * kotni pospesek

24
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Trenje in lepenje

Telo miruje na vodoravni podlagi, Ceprav delujemo
nanj z vieCno silo F.

1. Newtonov zakon: 2, F, = 0

N+Fy;+F+F=0

N — normalna sila podlage, ki uravnovesi silo teze Fy
F,— sila lepenja, s katero podlaga deluje zaviralno na
telo in uravnovesa vlecno silo. Obe sili sestavljata eno
silo podlage F,. Komponentni zapis ravnovesja sil:

X: -F+ F=0; y: N-F;=0.
Telo miruje, Cetudi poveCujemo vlecno silo, in s tem tudi

silo lepenja, vse dokler je jakost obeh sil manjsa od
mejne vrednosti sile lepenja, ki se izraCuna kot k/N:

F=F<kN,

Mejna sila lepenja je sorazmerna normalni sili podlage
N, sorazmer. koeficient k; pa je koeficient lepenja.
Celotna sila podlage F, je vektorska vsota sil F;in N:
F,=F +N
Vse to velja za mirovanje telesa tik pred zdrsom.

25
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lI.  Telo enakomerno drsi na vodoravni podlagi, zopet velja

Y F,=0,

le da tokrat namesto silo lepenja nadomesti sila trenja,

X: -F:+ F

:O’

y: N-Fz=0,

za silo trenja pa velja, da je sorazmerna normalni sili

podlage

Fi=k: N,

kjer nastopa koeficient trenja, ki je manjsi od
koeficienta lepenja k;:

sticna ki k;
ploskev
voda-led |0,02
kamen-les | 0,4
zelezo- 0,57 | 0,74
zelezo
steklo- 0,4 0,94
steklo
baker- 0,53 |0,68
steklo
Kotal. 0,015
trenje
avtomonbil

v

A

Fi

Sila trenja je vedno
zaviralna, deluje v
nasprotni smeri gibanja
telesa.

ki <Kk

Kk:, k; sta f(materiala
sticne ploskve), k; pa Se
f(hitrosti telesa), ni
f(velikosti stiCne
povrsine).

26



Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in hidromehanika V. Malagi¢

lll. Sistemska vztrajnostna sila

2. Newton. zakon: F = ZFJ = ma

J
Kjer je a pospesSek. Ta zakon velja le v inercialnem ali
nepospeSenem koordinatnem sistemu. V njem seveda
opazujemo tudi telesa, ki se pospeseno gibljejo.

D’Alembertovo nacelo: sistemu dejanskih (zunanijih) sil, Ki
delujejo na opazovano telo, lahko dodamo vztrajnostno
ali inercialno silo: Fi =-ma

Ko to silo dodamo, dobimo iz 2. Newton. zakona za opazovano
telo, ki se giblje pospeSeno, da so zanj vse sile (ne samo zunanje)
V ravnovesju:

F+(-ma)=F+F =0.

Na tak nacin se priblizamo
a obravnavanju v statiki, ceprav
— > se telo giblje pospeseno.
-ma Inercialna, vztrajnostna,
m <:: efektivna ali reverzna sila je
vedno usmerjena v nasprotni

ma smeri pospeska telesa.

ki premag. silo upora ali
m <:_ trenja R (reakcij. sila) in
ma R hkrati
> zagotavilja pospesSek a

v telesu:

F

F

E —>  _na R Delujoca sila E (‘effort),
E I

ma=E-R=E=ma+R.

Pospesevalna sila je F = ma= E - R.

27
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Aktivne in reakcijske sile:

e aktivne: lahko povzrocijo spremembo gibanja
opazovanega telesa ali sistema

e reakcijske sile: ne morejo vplivati na spremembo
gibanja. Sem sodijo reakcije podlage, na katerih se
nahaja breme, reakcija zgloba (lezaja), vztrajnostna
sila, pa tudi nekatere sile trenja.

PRIMER
% Vozilo zavira horizon.
N: podlagi
X : m = 1400 kg
l[1=13m;L=17m

h=0,5m

=72 km/h,
vo = 57,6 km/h na
razdalji s = 200 m.

N1 =7 N2 =7
pojemek (negativen pospesek) v smeri —x povzrocita sili
trenja:

X: ma = Fy + Fy.
Reakcijska sila trenja, oz. vztraj. sila: F,=-ma

y. N+ N, = F
Enakomerno pojemajocCe gibanje: v =v,+ at;a<0, F,>0
= t=(v2-vy)a

s=vit+atil2 = vy (v2- vi)la + (V2 - v4)?/(2a)

s = (Vo - viAI(2a) = a = (v5° - vi9)/(25s).

OBSTAJA TUDI RAVNOVESJE NAVOROV: Navora v
toCkah 1 in 2: (veljati mora N;+ N, = Fy)

Navor nabn kolo St. 1: Fgly — No(l; + 1) + Fh=0 =

N2 = (Fgls + F/h)/ (I + I2): F,= - ma, poznamo

Navor na kolo §t. 2: -Fglo + N4(l; + ) + Fh=0 =

N, = (Fg/2 - Frh)/ (/1 + /2)

28
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IV. NIHANJE

IV.1 KINEMATIKA NIHANJA

Nihanje si predstavljamo kot 2D projekcijo kroZenja na
premico v ravnini, ki je pravokotna na ravnino krozenja
masne tocke:

Naj je v trenutku t = 0 kot, ki ga toCka oklepa z x-0sjo ¢ =0
Kot ¢ = Q2t, kjer naj je 2 stalna kotna hitrost krozenja
masne tocke.

29
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A

y

N\
a’
L2 S ParametriCni zapis
Q X krozenja, parameter je
Cast, kot p = Qt:

x=rcos(Qt);y=r

X = I COS; y=r
sing.

sin(2t)
x — odmik toCke od centra
implicitni zapis krozenja: X+ Y=
eksplicitni zapis: y=1+(F-x*)"
Obodna hitrost krozenja: V=rQ
x(f) = r cos(£2t); vV, = dx/dt =
Vx = rQ2 (-sin (£21)) = - rQ2sin (Q1);
y(f) = rsin(2t); v,= dy/dt =

Vy = re2 cos(021);
ve+vA)=v=ro

ax=dv/dt = aJf)=-rQ%os(Qt)=-02%x
a,=dv/dt = a/t)=-rQ%sin(Q2t)=-02%y

ayc-Xx,ex>0=a,<0; ayc-y,cey>0=a,<0,.
Od tod sledi, da je tudi zunanja sila, ki je sorazmerna

pospesku, nasprotno usmerjena od odmika: za nihanje je
kljuna t. im. povratna sila.

2. Newton. z.: Ce obstaja ay = obstaja Fx = ma;,
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F. = - mQ? x; podobno obstaja F, = - mQ? y, torej je

celotna sila F = (F2+ FA) " =ma?(x* + ") =mQ?r=
centripetalna sila pri krozenju.

IV.2 DINAMIKA NIHANJA

Vozi¢ek naj se vodoravno
giblje brez trenja, niha.
R T A RN : Sila vzmeti ga vileCe
VAN IS e vedno nazaj proti
/m‘gfb m | ravnovesni legi, v kateri
se vozicCek tudi umiri po
iznihavanju. Sila vzmeti je

" povratna sila: F T\ x.

_p Take vrste sila je

X potrebna pri vsakem
nihanju.

V prvem priblizku predpostavimo, da nihanje ni duseno.
2.N.z:F=ma; Hookovz.:. F=-kx(FTlx) =
(k je konstanta vzmeti)
ma = -Kx,
a = dv/dt = d°x/df’,

m

2 2
d zc =—hkx = (ij + d f =0, vpelijemo konstanto:
dt m dt

k/m = &° in dobimo diferencialno enac¢bo drugega reda
(vsebuje drugi odvod) za lastno nihanje:

d’x

1 0.

@ x +
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Ta enacba ima sploSno resitev sestavijeno iz sinusnih in
kosinusnih funkcij:

x = A cos(at) + B sin(at); = 27/T, T je perioda gibanja, @
je krozilna frekvenca; navadna frekvencav = 1/T.
Preverimo, Ce je tako zapisan x res reSitev enacCbe za
nihanje, poisCemo drugi ¢asovni odvod odmika
(pospesek):

dx/dt = -Aw sin(wt) + Bw cos(wt);

d’x/df? = -o°[A cos(wt) + B sin(wt)] = - X,

zato tudi dobimo izpolnjeno diferencialno enacbo, ko
resSitev vstavimo v njo:

o’ x - x = 0 za vsako resitev x(t) (za vsak trenutek t).
Tako spoznamo, da je krozilna frekvenca o = (k/m)"? =

2 v, kjer je v frekvenca, v = 1/T, T pa je perioda nihanja.
Ta je tem manjSa, vecja je masa telesa, ki niha in je tem
vec€ja, bolj ko je vzmet 'trda’.

Konstanti A in B dolo¢imo iz zacetnih pogojev (zacetnega odmika
od ravnovesne lege in zaCetne hitrosti telesa, ki niha).

1.Najjevit=0 odmik x = X, in hitrostv=0 =

x(t=0) =Acos 0+ Bsin0=A = x;
v(t=0) = dx/dti=p =-Awsin0+Bwcos0=Bw=0= B=0.
Tako postane reSitev doloCena kot:

X = X, cos(wt), iz nje pa sledi
V = =X, Sin(wt) = V, sin(at); Vo = -Xow je amplituda hitrosti.

2.Cepajevt=0 odmikx=0inhitrostv=v, =
x(=0)=Acos0+Bsin0=A=0;

v(t=0) = dx/dt;=p =-Awsin0+ Bwcos0=Bw=v,=
B = v,/ ow. ReSitev:

X = -(Volw) sin(wt), od kod sledi v = v, cos(wt).
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DN 1: Zapisi pospeSek v obeh primerih.

DN 2: DolocCi konstanti A in B, Ce je odmik v t = 0 enak x,/2
in hitrost enaka x,w/4. ZapisSi enacbe odmika, hitrosti in
pospeska.
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IV.3 NUMERICNO RESEVANJE ENACBE ZA NIHANJE V
EXCELU

Uvedemo oznake x’ = dx/dt, x” = d*x/df’ in zapiS§emo
enacbo za lastno neduseno nihanje:

o x+x"=0,

kjer je w kroZilna frekvenca (w =2z v= 24T, Kjer je v
frekvenca nihanja in T = 1/v njegova perioda). Nihanje, ki
je opisano z diferencialno enacbo drugega reda (v njej
nastopa drugi odvod), zapiSemo kot sistem dveh
diferencialnih enacb prvega reda, ki je lazje numeri¢no
resljiv. Poleg enacCbe za odmik vpeljemo v sistem Se
enacbo za hitrost v (= x’ = dx/dt) nihajoCega delca:

X' =v,
V' =- o X
Druga enacba sledi iz prvotne enacCbe za nihanje. Ta sistem dveh

diferencialnih enacb prvega je zato popolnoma ekvivalenten
prejsnji enacbi drugega reda.

Numericen priblizek diferencialnih enacb

dc .. Ax Ax
v=—=llm—~—,
dt At At
,odv . Av Ay
V=—=lim—~—

dt At At
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zapiSemo diferencialni enacbi z diferencnimi priblizki:

Ax ~y
At
Av >
— R0 X.
At
To je sistem pribliznih enacb, ki ga lahko resujemo v programu, kot
Je Excel. Zato zapis§imo Se kaj pomenijo diference:

AX = Xp+1 — Xn, Kjer sta x, = x(t,) in Xp+1 = X(tn+1),

pri Cemer se trenutka ¢, in f,+7 naj razlikujeta za majhen
Casovni interval: t,.+ - t, = At. Podobno velja

AV = Vper — Vi, Kjer v, = V(t) in Vper = V(Eh4q).

Vs

Tako dobimo enachbi:
X  —X vV =V
n+l n ~ Vn , n+l n ~ _a)zx ,
At At

ki ju zapisemo v eksplicitni obliki: koli¢ine v novem trenutku so na

levi strani enacbe. Te se izraZajo s koliCinami v prejSnjih trenutkih,

ki so na desni strani enacbe. Priblizni enacaj kar nadomestimo z
enacajem, pri Cemer se zavedamo, da gre za priblizen racun:

Xn+1 = Xn + At Vn, Vn+1 = Vn = At 0)2 Xn.

S postopkom zaporednih izradunov lahko pricnemo, ¢e
poznamo zacetni vrednosti za odmik xo = x(fo) in hitrost
v= V(lp), kjer naj je zaCetni Cas tp = 0. Zgornji zapis za
numericen izraCun sledi najenostavnejsi Eulerjevi metodi
za reSevanje diferencialnih enacb.
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Naj sta zaCetna pogoja za nihanje:

Xo=1m, Vo = 0 m/s.
Perioda nihanjanajbo T=1s(v=1/T=1/s, w=2xv=
27s). Zato, da bodo diferencni priblizki za odvode
zadovoljivi, moramo izbrati Casovni korak At << T. Naj je
zato At = 0,01 s. Naj Cas teCe v intervalu ene periode
t € [0, 1] s po korakih At.

Natan¢nost numericne reSitve bomo ocenili s primerjavo z
to€no analiticno resitvijo. Pri navedenih zacetnih pogojih je
toCna resitev:
X = X, cos(wt),
V = -X,m Sin(wt) = -v, sin(at),
kjer je amplituda hitrosti v, = Xo@w = 27 m/s.

Excel tabela:
1=
J File Edit Wiew Insert Format Tools Data Window Help ;Iil ﬂ
DE2EES S@RY tBRT v-o @& A&&20 - |82
G3 -] = =+G2-(C§22F2D§2)
A | B | ¢ | o | E | F | & | H | IT

1 [#0(m) YWOlmis)  omegalfs) delta_t(s) cas(l) Am) Wimis) Atocnofm) “Wiocn |
2 1 0 B.283185 0.01 0 1 0 1

3 0.01 1) -039478 0998027 -0
4 0.02 0996052 -078957 0.992115 0.7
5 0.03 0933155 -1.18279 0982287 -1.10
B 004 0976329 -1.5729 0968583 -1.4
7 005 09606 -1.95334 0951057 -1.%
a 006 0940MF -253757 092977 -2
9 007 091764 -270907 0904827 -26
10 008 089055 -307134 0876307 -3.00
11 009 0859536 -3.42291 0844328 -3
12 0.1 0826607 -3.76236 0.809017 -3

13

14

15

7] Ipqlr [t sheet1 / sheetz f Shests / |41

Ready |1 [
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IV.4 POVEZAVA MED KOLICINAMI PRI NIHANJU

|. Odmik, pospesek, frekvenca in perioda
|z enaCbe za lastno neduseno nihanje
o’ x + d°x/df* = 0,

kjer je pospesek a = d°x/dt* = x” sledi, da je pospesek pri
nihanju a = - &° x. Za jakost pospeska vzemimo le
pozitivne (absolutne) vrednosti a 2 |a|, v = |v|, x = x|, pri
cemer oznake za absolutne
lal = o |x],
zato od tod lahko izrazimo krozilno frekvenco, frekvenco in

periodo nihanja kot funkcije pospeska in odmika od ravnovesne
lege:

o= M, V=L Mzi |pospe§ek|’
|x 27 \|x| 27 \ Jodmik]
oo |y [lodmik
|a| |pospesek|

lI. Odmik in hitrost pri nihanju
Naj je odmik pri nihanju podan kot x = x, cos(wt). Ker je
hitrost Casovni odvod odmika v = x’ = dx/dt, je

V = -Xom Sin(wt) = -V, sin(wt),
kjer je amplituda hitrosti Vo, podana z amplitudo odmika in kroZilno
frekvenco: v, = X,®. Ker pa velja, da je

sin’(ot) + cos?(wt) =1, (od kod to sledi?)

izrazimo sin (wt) = J_r\/l — cos *(wt), tako da je
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V=—X,0 sin(a)t) = ixoa)Jl — cosQ(a)t) = J_ra)\/xj — xj COSZ(COI)
v=10,/x —x°

Kadar nas zanima hitrost pri nihanju zgolj po jakosti in ne
tudi po smeri (predznaku), jo izraCunamo iz kroZzilne
frekvence, amplitude odmika in odmika:

|v|= a),/xf—xz .
Za pospesek pri nihanju pa amplituda odmika ni potrebna:
lal = o |X]

IV.5 ENOSTAVNO NIHALO

Masna toCka m je pritrjena na lahek
drog dolzine /, ali pa visi na napeti
nitki. F je sila vrvice na maso, F L Fy,
Fq = F4 sind. Enacba gibanja:
ma=Fy=mgsind= a=gsing.
Velja sind= x/.

a=gsind=g x/l, po smeri pa sta
odmik in pospeSek skorajda
nasprotna. Ker pri nihanju velja

lal= & |X| = |X| ¢/l = & = g/l =

a):\/g, v=i\/§, I'=2r i
[ 2\ 1 g

Ladij. Stroj. VSS 1. let. Mehanika in
hidromehanika predav. v. Malagi¢
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IV.6 KROZECE GIBANJE NIHALA

Navadno nihalo kroZi s kroZzilno
frekvenco w. Na masno toCko deluje
centripetalna sila F, = ma. = m x o,
kjer je x polmer krozenja. F; je
usmerjena vodoravno, vedno proti osi
vrtenja (srediSCu krozenja).
Vztrajnostna sila (centrifugalna), -ma
pa je usmerjena navzven, pro¢ od osi.
KrozZenje je pospeseno gibanje.
Centripetalna sila zagotavlja
horizontalno komponento sile v vrvi.
Slednja je po*’akosti enaka:

F = (F,* +F;°)"?. 1z geometrije
problema sledi:

tand = x/h = F./F, = x w’/g. Za majhne
odklone od vertikale je tanf= sing =
x/I. Za razmerje F./F, torej velja:

X w'/g = x/| = za majhne odmike kroZe&ega nihala od
vertikale postanejo krozilna frekvenca, frekvenca in
perioda krozenja nihala:

a):\/g, VZL\/g, T=2r i,
[ 27\ [ g

kar so enaki izrazi kot pri nihanju nihala. Vendar se
moramo zavedati, da Ce bi vrteli nihalo s krozilno
frekvenco manjSa od te vrednosti, se nihalo sploh ne
bi odklonilo, ¢e pa z vecjo frekvenco od te mejne, pa bi
se kroglica nihala pri€ela dvigati in bi za tem opisovala
stozec. Ceje w>> (g/)"?, tedaj odmik od ravnovesne
lege ni veC majhen in velja

xh=xa'lg=h=g/o =

a)z\/g, VZL\/E, T'=2r ﬁ,
h 2t \ h g
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kjer nastopa ‘viSina’ h namesto dolzine / nihala.
IV.7 NIHANJE - VAJE

Seminarska naloga
|. za numeri¢ni izraCun enacbe nihanja

o x+x"=0,

s pomocjo diferenénih enacb prvega reda po Eulerjevi
metodi:

Xn+1 = Xn + At Vn, Vn+1 = Vn - At (02 Xn

Uporabi v Excel programu namesto At = 0,01 s dva druga
koraka:
a)At=0,1s b) At = 0,001 s.

V obeh primerih Cas t teCe v korakih At v intervalu [0, 1],
Kjer je t,= nat, kjerjen=0,1, 2, ...
Primerjaj rezultate v vseh korakih At tako, da nariSes
diagram razlike med numericno resitvijo in pravo,
analitiCno resitvijo za vsak trenutek t,, to je

Xn — Xo cos(w tp).

Seminarska naloga
[I. Numeri¢no resuj po Eulerjevi metodi duSeno nihanje, za
katerega velja enacba
X" +yx'+ @’ x=0,
kjer je faktor duSenja y= 0.1/s.
Uporabi ekvivalenten sistem enacb
X"=V'=-yx' - xXinx =v,
ki ga reSujes po postopku:
Xn+1 = Xp, + At vy, Vne1 = Vi (1- yAL) - At o Xp.
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Seminarska naloga
[[l. Numeri¢no resuj po Eulerjevi metodi vsiljeno duseno

nihanje, za katerega velja enacba
X7 + yx + o x = F(t),
a) kjer je F = konst. = 2 m/s”
b) F(f) = A cos(1), kierje A=0.3min Q2= rx/s
V. AnalitiCha resitev za duseno nihanje je:
X = x1e™™ cos(wt) + X" sin(wt),
kjer naj so konstante x1=0,5m, x,=0,2m, a=0,1/sin

w = 2 #s. Koliki so odmik x, hitrost v = dx/dt in pospesek a
= dv/dt nihajoCega telesa po Casu t =2 s?
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V. Gibalna kolicina — tockasto telo

Naj se telo mase m giblje le premocrtno, nanj deluje v
Casu t povpreCna zunanja sila F. zaradi delovanja sile se
spremeni hitrost teziSCa telesa od vy do v. PovprecCen
pospesek a je:
_ (V B Vo)

t

a

2. Newton. zakon se tako zapiSe:

(V B Vo)
—t ,

tega mnozimo s Casom, v katerem je delovala povprecna
sila in dobimo

F=ma=m

Ft=mv-mvy= G - Gy,

kjer je vpeljana gibalna koliCina G = mv, ki je zgolj hitrost
mnozena z maso. Produkt Ft se imenuje impulz sile, ali
sunek sile. Zgornja enacba pove, da je sprememba
gibalne koli¢ine enaka sunku sile. Ce sunka sile ni, se
gibalna koliCina ohranja:

myv = mvy,

kar imenujemo izrek o ohranitvi gibalne kolicine.

Ce pri poljubnem gibanju telesa v prostoru deluje v éasu t
povprecna zunanja sila F, se zaradi delovanja sile
spremeni hitrost teziSCa telesa od vy do v. Povprecen
pospesek a
_ (V B vo)

P

Newtonov zakon in sprememba gibalne koliCine v
vektorski obliki:

a

(V B vo)
t

F =ma=m
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Ft=mv-mvy =G - Gy,

kar lahko zapiSemo komponentno pri gibanju telesa v
ravnini:

(Fx, Fy)t=m(vy, vy) - m(vxo, Vo) = (Gx, Gy) - (Gxo, Gyo)
ali za vsako komponento posebe;j:

X. Fxt = mVX = mVXO = GX = GXO

Ce je v Gasovnem intervalu ¢, v katerem se je zgodila
sprememba hitrosti telesa, delovala nanj Casovno
spremenljiva sila, potem se spomnimo, kako se povprecna
sila izraCuna:

(F)= S Far

Ce se ta zvezno spreminja s Casom, je potrebno narediti
zelo gosto vsoto, zmanjsati At:

(F)= 1hszAz——det

t At—0

V izrazu za spremembo gibalne kollcme nadomestimo Ft z
<F>t, tega pa izrazimo z integralom:

[Fdt=mv—my,=G-G,.

Izraz za spremembo gibalne kolicine je splosnejsi od 2.
Newtonovega zakona, saj velja tudi v primeru, e se masa telesa,
ki ga opazujemo, ne ohranja.
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Primer spremembe gibalne koli¢ine (to€kasta
telesa)

I. Premo gibanje telesa

4
; cas delovanja sile naj je At, zato
se sprememba gibalne koli¢ine
zapise:
FAt :: FAt=G—G0=mV—mV0.
G = FAt+ Gy
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VI. TRKI (BINARNI) - translatorna gibanja

Naj telo B, ki ima maso
mg in zacetno hitrost vg+
deluje v obdobju stika
(trka) s silo F4 na drugo
telo mase my, ki ima
zacetno hitrost vay.
Torej deluje telo B na
teloAssiloFains
sunkom sile:

S,=[F,d,
0

zato po izreku o spremembi gibalne koliCine telo B
povzrocCi spremembo gibalne koliCine telesu A:

,[FAdt = mA(vAz - vAl)'
0

Telo A pa deluje na telo B s sunkom sile:
S, = [F,dt

in povzrocCi spremembo gibalr01e koliCine telesu B

‘

[ Fydt = m, (v, v,,).
Po 3. Newton. zakoonu: F, = - Fg, zato je

S, =[F,dt=—[F.dt=-8,.
Zdruzimo enacbi zaosprememboo gibalnih koli¢in obeh teles:

SB - mB(vBZ _vm) - _SA = _mA(vAZ _vAl)

v tej enacbi lahko pozabimo na sunke sil in zapiSemo izrek o
ohranitvi gibalne koliCine:
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my,+my, =my,  +my, =Konst.,

ki pravi: skupna gibalna koliCina vseh teles pred trkom je enaka
skupni gibalni koliCini vseh teles po trku.

Ohranitev gibalne koli¢ine vseh teles, ki so udeleZena pri trku velja
za vsako vrsto trka, tako za prozne, kot za neprozne trke. Med
trkom delujejo mocCne notranje sile med telesi, ki tr¢ijo. Za
spremembo gibalne koli¢ine sistema vseh teles pa so potrebne
zunanije sile, kot je potrebna zunanja sila, da telo dobi pospesek.
Za trk v 2D ravnini ta izrek o ohranitvi gibalne koli¢ine vseh teles
pri trku pomeni dve enacbi:

X. mAvAlx + vale — mAvAZX + vaBZx

y: mAvAly + vaBly = mAvAzy + vaBzy.

VI.1 IDEALEN PROZNI TRK

Pri proznem trku teles se poleg skupne gibalne koliine
ohranja tudi kinetiCna energija. za sistem dveh teles Ain B

to pomeni:

Wiar + Wisr = Wiaz + Wie2,
ali

2 2 2 2

\% Vv Vv Vv
mAA_I_mBi:mAﬁ_i_mBﬂ’

2 2 2

poleg ohranitve skupne kineticne energije pa se seveda ohranja
tudi gibalna koli¢ina.

VI.2 NEPROZNI TRK

Pri tem se skupna kineticna energija teles, ki so udelezena pri trku,
ne ohranja. Del zacCetne kineticne energije se porabi za notranjo
energijo in tudi za deformacijsko energijo, zato: Wy, < W44, kjer je
W, zacetna kineticna energija, Wy, pa koncna skupna kineti¢na
energija teles po trku. Velja:

Wk1 - Wk2 = Wnotranja + Wdeformacija-
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Obstajajo tudi trki pri rotaciji togih teles- takrat se ohranja vrtilna
kolicina, o tem kasneje.

1. PRIMER NEPROZNEGA TRKA
DVE MASI GLINE

Dve glini se pri trku
v sprimeta, ohranja se gibalna
koli¢ina:
ma Va+ Mg Vg =
(mA+mB)V.
4 Za premi (1D) trk (vzdol?

premice) se sistem
poenostavi:

Mmava + mgvg = (Ma+mg)Vv,

od tod pa dobimo hitrost sprijete mase gline:

o my,+myv,

m,+m,
KinetiCna energija se pri tem trku ne ohranja,
deformacijska energija je maksimalna, telesi sta po trku

najbolj deformirani, proznoste energije prakticno ni:

2 2 (myg+m )v2
v v A B
Wkl:mATA_"mB?B:WkZ'i_WD:—z +WD,

deformacijska energija je enaka razliki med kineticno energijo pred
frkom in tisto po trku:

2 2 2
1 v (my+mpg)v
Wp =Wik1=Wk2 ZmA7A+m37—AfB-

Ce telo B pred trkom miruje, je vg= 0 =
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m,v,

m,+m,

2 2 2 2
+
vg _(mg+mp)v” _ m g YA 2 V4

Wp=m —Aa
D=4 2 2 Ay +mp)2

2
Wy = MmgVA Mg _ W, mp
2 (my+mp) (my+mp)

2. PRIMER NEPROZNEGA TRKA

my Kepa gline prileti v voz,

O—r m; - » | ki je miroval. Po sunku
Vi u se ustavi.

mqy = 12.5 kg

m, = 64 kg

- vi=12m/s

s=100m
u=?2a="? anviral =7? Azaviralno =7

Zacetno hitrost vozicka in gline, ki se na vozi€ku obdrzi,
doloCimo iz ohranitve gibalne koliCine pri trku:

mq vy = (M1 + ma)u,
kjer je u(0) = u, zaCetna hitrost voziCka. Po trku naj se
voziCek giblje enakomerno pojemajoce, ustavi se po Casu
fo, ki ga ne poznamo:

U(to)=0=U-ato:>U:at0:>to=U/a

kjer je a pojemek (a > 0). Poznamo opravljeno pot, zato jo
zapiuSemo za enakomerno pojemajocCe gibanje:
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s=<u>ty=[u(ty) + u(O)]2th=ulR ty=(ut)2=aty’ /2 =
s = U%/(2a) = a = U°/(2s).

Fzav = (My + mp)a =(mq + my) u2/(28),

Azay = Fray 8 = Wi = (M1 + m)uP12, Wi = my v4°12,
Wiw! Wi, = ?

3. PRIMER TRKA

Po ledu drsita dve
ploSCici

mq =6 kg, mz = 5 kg,
obe pod kotom « = 30°
glede na x-0s, s
hitrostima

vi =3 m/s, vo =10 m/s.
Po trku odleti prva
ploscica s hitrostjo us =
6 m/s pod kotom B; = 30°. Kaj pa druga plosgica?

U, ="7? P = ?

Ohranitev gibalne koli€ine
X:  MyVy;COSa + MyVvy COSa = Myl COSL1 + Malz COS
y:  -myVvysSina + muV, Sina = mqUq Singy - moUs Sinf

X)% 1 (mauz cosB)’ = [(Myvy + Mavy) cosa - myus cosfy]?
y)?: (mousz SinB)* = [-(-mqvy + mavsy) sina + mquy sinBiJ?

x)* + y)% sin’f + cos’f = 1

(MoU)? = [(Myvy + MuVs) cosa - myuq cosBi]? +
[(M1v1 - Mavy) sina + myuq sinByJ?

u>= D. N.
y) X): maus sinf/(mou, cosfk) =tan 5, = D. N.
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D.N. koncCaj. i}
4. PRIMER — NEPROZNI TRK

SvinCeni metek mase m; = 80 g s hitrostjo 52 m/s tr€i v
svin€eno telo mase m, = 240 g. Kolika je energija, ki se
porabi za deformacijo in za segrevanje, Ce je trk
neprozen? Kolik§no pa je poviSanje temperature, Ce se
vsa energija pretvori v toploto? (c, = 129,6 J/(kgK) )

my vy =(my+ mu =
U=
Wie = mq v4°/2, Wi = (m1 + mo)u?/2 =
Wik - Wi, = Q = (m4 + ma)c, AT,
2

AW, SRCLLS - =(m1+m2)cpAT:>
2 m, +m,

AT =7
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5. PRIMER
PADAJOCA VERIGA

Verigo spustimo na
palubo. S koliko silo
deluje na palubo veriga?
Fq — teza padajocCe verige
f — sila podlage — ta ni
enaka sili teze verige na
tleh « = dm/ds [kg/m]
masa verige na enoto
dolZine.

Majhen kosScCek verige z
maso dm = u ds ima tik
pred padcem na tla
najvecjo hitrost v = g t (prosti pad), v Casu ¢ se ta delec
verige spusti za s = g £/2, &as iz obeh enacb izlogimo v* =
2 gs. V tem trenutku t je tudi dolzina verige s na tleh, torej
se nahaja na tleh masa m = i s, zato ta del verige na tleh
deluje na tla s tezo:

Fo=usag.

KoscCek verige mase dm pred padcem ima hitrost v =ds/dt
in zato tudi gibalno koli¢ino dG = dm v = u ds ds/dt.
Gibalna koli€ina po padcu = 0. Sprememba gibalne
koliCine ob padcu glede na tisto pred padcem je enaka
sunku sile podlage (hitrost je usmerjena navzdol, zato je z
neg. predznakom):

0 - uds ds/dt = f dt,
ali

- u (ds/dty? = -u VP = f,
Vendar pa ta enacba ni kompletna, ker ne uposteva, da
sila podlage mora uravnovestiti tudi silo teze verige, ki je
ze na tleh, zato
- (ds/dty’ - Fg=-u V- usg=-pu2sg-usg=-3usg=f
| fl=3usg=3F,:t=0,5=0,f=0; t=tmax | f |=3 Fypor.
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VIl. VRTILNA KOLICINA IN VZTRAJNOSTNI MOMENT

VII.1 NAVOR IN KOTNI POSPESEK PRI KROZENJU TOCKASTEGA TELESA
(Applied Mechanics: Dynamics of a rotating particle)

Zunanja sila F naj
deluje na krozecCe
toCkasto telo v
tangencialni smeri,
stalno spreminja smer,
ki je vzporedna hitrosti
telesa. Telo naj je
pritrjeno s togo palico
dolzine rv osiSCe O in
naj okrog njega kroZi
brez trenja (idealen
lezaj). Sila izvaja navor

glede na osisSCe
M=rxF.
Ker je r(f) L v(f), je jakost navora

M=rF.
Tangencialno delujo€a sila po 2. Newton. zakonu
zagotavlja tangencialni pospesek a; = r ¢, kjer je « kotni
pospesek (= da/dt, kjer je w kotna hitrost). Torej je navor:

M=rma; =mr’ a=Ja

Navor na osiSCe je sorazmeren kotnemu pospesku
kroZzeCega toCkastega telesa. Sorazmernostni faktor

J=mr
imenujemo vztrajnostni moment toCkastega telesa.
Vztrajnostni moment tankega obroCa polmera rin mase m
se tudi izraCuna po tej formuli za J, za ostala toga telesa
pa to ne velja.
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VII.2 VRTILNA KOLICINA TOCKASTEGA TELESA

2. Newtonov zakon F = ma zapiSimo s pomocjo gibalne
koliCine G = mv
F = dG/dt,

slednja zveza velja tudi, Ce se masa telesa ne ohranja in
sledi iz izreka o ohranitvi gibalne koli€ine (sunek sile =
sprememba gibalne koli¢ine). Vpeljemo novo koliCino,
vrtilno koliCino 7

I'=rxG=rxmv.
Zanima nas Casovna sprememba 7, pri Cemer naj se
masa krozeCega telesa ne spreminja:

ar d dr d(mv)
—:—(rxmv)z—xmv+r>< =
dt dt dt dt
dr d(mv) dimv)
— =VXMY+FX—— =X ——>
dt dt dt
sajjevxmv=mvxv=0.Torejje
dlI’ dG
— =FrxX—.
dt dt
Ker je dG/dt = F , velja:
d—F:erzM,
dt

saj je navor na osisCe M =r x F. Torej velja, da za

spremembo vrtilne koliCine toCkastega telesa:
Sprememba vrtilne koli¢ine na ¢asovno enoto je enaka

navoru zunanje Sile.

Izrek o ohranitvi vrtilne koliéine pa pravi: Ce ni navora

zunanijih sil, se vrtilna koli€ina ohranja: M= 0 = d/I/dt = I

= konst., 7" ni funkcija Casa. Ta izrek velja tudi za vrtenje

togega telesa.
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VII.3 CENTRALNA SILA IN VRTILNA KOLICINA TOCKASTEGA TELESA

Naj je sila F centralna sila:
F =1(r) e,

kjer je e, enotni vektor vzdolz radij vektorja do opazovane
masne toCke. Primera centralne sile sta centripetalna sila
F = - mre&’ e, in gravitacijska sila. Centralna sila leZi vedno
na nosilki, ki gre skozi izhodiS€e koordinatnega sistema in
je po jakosti odvisna le od oddaljenosti od izhodiS¢a,
F = f(r). Zapisimo s kolikim navorom deluje centralna sila
na center kroZenja, pri Cemer upoStevajmo r = r e

M=rxF=rxf(r)e.=re xf(r) ee=rf(r) e.x e =0.
Centralna sila ne izvaja navora na center krozenja. Ker pa
je navor take sile enak niC, se ohranja vrtilna koli€ina
krozeCega telesa, Ce nanj deluje samo centralna sila:
M = 0 = dI7/dt = I"= konst. Ker pri enakomernem krozenju
deluje na krozecCe telo samo centripetalna sila (radialna ali
centralna sila), se ohranja vrtilna koli¢ina (toCkastega)
telesa, ki enakomerno krozi (ima stalno kotno hitrost).
Za toCkasto krozece telo je obodna hitrost v =r w e,
vrtilna koliCina pa:
I’'= rx mv=re,><mra)eq)=mr2we,>< e(p=mr2a)k.
I" 17 k. Ker je

o= ok, tudi o
Mk= I'=
mfe inje I’
™. To velja
za toCkasto

telo, le v
posebnih primerih
tudi za togo telo.
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Vrtilna koli¢ina pri pospesenem krozenju tockastega telesa

Pokazali smo, da velja za toCkasto krozecCe telo:

r'=mfe = I'=mrfo.
Ze pri navoru tangencialne sile smo vpeljali vztrajnostni
moment tockastega telesa J = mr?, ki ga vstavimo v izraz
za vrtilno koli€ino:

I'=Jdo, '=dow.

Pokazali smo, da se pri enakomernem krozenju ohranja
vrtilna koli€ina. Kako je pri neenakomernem krozenju
toCkastega telesa z vrtilno koli€ino? Tedaj delujeta dve sili
na krozece telo, centripetalna (centralna) in tangencialna
sila. Njuna vsota je celotna zunanja sila na krozeCo tocko:

F=F,+F,F.=-mro’e, FF=ma;=maie,, F: L F.
Navor obeh sil na osiSCe krozeCega telesa:

M=rxF=rx(F.+F)=rxF,+rxF:
Prvi ¢len na desni je navor centralne (centripetalne) sile —
za tega smo pokazali, da je enak ni€, ostane navor
tangencialne sile:
M= rxFi=rxmae,=rxmrae, =mrarxe,
=mraexe,=mr ak
M= mr ok =dI7dt.

Pri enakomernem krozenju je =0 = M =0 = "= konst.
Pri neenakomernem krozenju « # 0 in se vrtilna koli€ina ne
ohranja. Ponovno zapiSemo navor z vztraj. momentom
tock. telesa J = mr*:
M= Jak =>M= Jq,

od prej vemo, da

I'=do=Jdok=r=Jo.
Torej za to¢kasto kroZece telo velja " 7T M, kar v
sploSnem ne velja za togo telo.
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VIl.4 ROTACIJA TOGEGA TELESA OKOLI STALNE 0OSI
(Applied Mechanics: Dynamics of rotating body)

D /08 Navor, ki zagotavlja
\ kotni pospesek a
togemu telesu, ki se vrti
okoli osiS€a dobimo
/ tako, da najprej
zapiSemo silo dF;, ki
zagotavlja tangencialni

pospesek a; masnemu

delcu dm togega telesa:

dF: = dm a;, Kjer je dF; L r. Navor sile dF; na osiSCe je:
dM = rx dF;,

kerje dF; L r, je dM = r dF:

Skupen navor na osiSce je vsota majhnih navorov

M=[rdF,=[rdma;=][radm,

kjer smo upostevali, da je a; = ra. Ker imajo vsi masni
delci fogega telesa enak kotni pospesek «, lahko
slednjega izpostavimo pred integral:

M= ol dm,

kjier M pomeni vsoto vseh zunanjih navorov.
Tako smo dobili za togo telo podoben izraz za navor, kot
smo ga imeli za toCkasto telo:

M=am12=aJ,

Kjer sr?20 uvedli vztrajnostni moment toCkastega telesa kot
J=mr.
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VI.5 VZTRAJNOSTNI MOMENT TOGEGA TELESA

Uvedemo vztrajnostni moment za togo telo:
J=[rdm,

s katerim zapiSemo navor zunanijih sil na togo vrteCe se
telo okoli stalne osi na enak nacin kot smo to naredili za
toCkasto telo

M = Ja.
|zraz za vztrajnostni moment togega telesa lahko
zapisemo tudi kot produkt celothe mase telesa in krozilnim
polmerom togega telesa r:

J=lFdm=mr/
kier je r? = Jim.

VI.6 VZTRAJNOSTNI NAVOR (DVOJICE)

Primerjajmo izraza

F=ma M = Ja.
Vztrajnostni moment J ima podoben pomen pri rotaciji togega
telesa, kot ga ima masa pri translatornem gibanju (teziS¢a) telesa.
Podobno kot smo vpeljali vztrajnostno silo, ki ima smer nasprotno
pospesku telesa (- ma) in ‘nasprotuje’ zunaniji sili, si lahko
predstavljamo vztrajnostni navor (navidezne dvoijice sil) telesa
jakosti Ja (s predznakom pa -Je), ki nasprotuje zunanjemu navoru
M in katerega smer nasprotuje kothemu pospesku «a. V takem
opisu tudi pospesSeno rotacijo telesa obravnavamo kot statiCen
problem, podobno kot smo s pomocjo vztrajnostne sile premocrtno
pospeseno gibanje telesa prevedli na staticen problem (vsota vseh
sil, vztrajnostne in zunanjih, je enaka nic). Vztrajnostni navor je
reakcijski navor — ta ni aktivni navor, ki ‘poganja’ vrtenje.
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VIl.7 POSPESENO VRTENJE GREDI

Gred z vztrajnikom
vztrajnostnega
momenta J se vrti s
kotno hitrostjo w, ki se ji
povecuje jakost s kotnim
pospesSkom «. Tega
zagotavlja zunanji navor
motorja, zato je
predznak in usmeritev
kotnega pospeSka « enaka predznaku in smeri delovanja
navora M. Navor trenja Mr v lezaju pa vedno nasprotuje
smeri vrtenja. \Vztrajnostni navor Ja pa nasprotuje
pospesSevanju vrtenja, ima nasprotno smer kotnega
pospesSka a. Navor M mora premagovati vztrajnostni
navor in navor trenja:

M= Jda + My, ali
M—Mf-JCZ:O,

kar pomeni ‘ravnovesje’ navorov (zunanjih in
vztrajnostnega), Ceprav je vrtenje pospeseno. Se najbolj
korektna pa je oblika:

Ja = vsota zunanjih navorov = M — M.

Obcutek za izvajanje zunanjega navora (M = Ja + M)
dobimo, ko zelimo s pedali pospesiti hitrost kolesu. Teda;
premagujemo vztrajnostni navor Jg, ki je tem vediji, hitreje
kot pospesSujemo (velji «) in navor skupnega trenja (lezaji
in ostalo).
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VIl.8 ZAVIRANJE VRTENJA GREDI

Gred zaviramo z zunanjo
Zavoro.

Tokrat se kotna hitrost @
zmanjSuje po jakosti,
spremeni se smer
kotnega pospeska «,
smer delovanja
vztrajnostnega navora, Ki
nasprotuje kotnemu

pospesku. Spremenjena je tudi smer aktivhega navora M,
ki zagotavlja «. Ohranja pa se smer navora trenja lezaja
M;, ker je smer vrtenja enaka kot v prejSnjem primeru, Ms
pa deluje zaviralno. Tokrat z aktivnim navorom M, s
katerim zaviramo, premagujemo vztrajnostni navor,
‘Pomaga’ pa mu navor trenja lezaja:

M - Ms = Je, ali

M- My -Jda=0, ali
Ja = vsota zunanjih navorov = M + M,

kjer je  absolutna vrednost kotnega pospeska. Ce pa ni
zunanjega zaviralnega navora M, pa velja:

Ja = Mf.
V obeh primerih (pospeSevanje in zaviiranje gredi) velja:
e navor trenja nasprotuje vrtenju

e Vvztrajnostni navor nasprotuje spremembi kotne
hitrosti navora.
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VII.9 STEINERJEVO PRAVILO

Ce poznamo vztrajnostni moment telesa za vrtenje okoli
osi, ki gre skozi teziS€e T (lastni vztrajnostni moment), nas
zanima, kako izraCunamo vztrajnostni moment za vrtenje
togega telesa okoli osi, ki ne gre skozi teziSCe, pac pa
skozi to¢ko O, pa je
vzporedna tisti skozi
teziSce.

Vztrajnostni moment mase
dm za vrtenje okoli osi, Ki
gre skozi Tje : dJ; = ri°dm
= vztrajnostni moment
mase m pri vrtenju okol
teziSCne osi, ki gre skozi T
je J. =] ri?dm, ki je lastni
vztrajnostni moment.

/ / Vztrajnostni moment za
vrtenje okoli vzporedne osi

je pac po formuli,
J=[rFdm,
kjer je r oddaljenost mase dm od osi. Ker velja kosinusni
izrek za nepravokoten trikotnik:
F=rf+d-2r;dcose,
ki ga izkoristimo v izrazu za vztrajnostni moment:
J=[[d?+r~2r;dcosaldm =
J=d*ldm+[r"dm—-2d] ricosadm
J=md®+ J;-0.

tretji integral na desni je enak nic, ker je ricosa = x —
projekcija oddaljenosti mase dm na zveznico med T in O.
Ker je T teziSCe, se x enako razteza v pozitivho smer, kot
v negativno, integral po vseh x je zaradi te simetrije enak
ni€¢. Tako smo s Steinerjevim pravilom vztrajnostni
moment okoli poljubne osi J izrazili z momentom okoli
teZisene osi J; J=md +J,
kjer je d oddaljenost med osema.
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Vztrajnostni moment tanke palice

| Jo =7
(A dm/dV = p=dm=pdV,
[
< X % | . .
| = dV = S dx, kjer je S

i presek palice.
Predpostavimo, da je
palica homogena, da se
njena gostota ne
spreminja z lego mase
dm, oz. p = konst. Vztraj. moment tako izraCunamo:

Jo= [ xX*dm= [ x?pdV =[pSx*dx,

1/2 3|12 3 AL 3
J.=pS szdxszx? ='0—SK£) —(—lj }:pSl—.

i . 32 2 12

Ker je celotnamasam=p S/ =

12
J.=m—.
12
: Vztrajnostni moment
(-i) d=I/2 palice, ki jo vrtimo okoli
' - 1 | enega konca izracunamo
dm po Steinerjevem pravilu

J=md’+J.=
m Pl4 + m F/12

J=mF3.
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VII.10SPLOSNA OBLIKA ZA VZTRAJNOSTNE MOMENTE VSEH TOGIH TELES
PRI VRTENJU OKOLI GLAVNIH (LASTNIH) OSI

Vztrajnostni moment palice: J =m F12, kjer je | dolzina

Vztrajnostni moment valja: J = m R?/2, kjer je R polmer
valja

Vztrajnostni moment krogle: J = 2m R?/5

Vztrajnostni moment ima vedno enoto kg m?in je
sestavljen iz:

J= faktor*masa*znac“:iIna_dimenzijaz,

ali:
J=mrf

kj2erje ry krozilni polmer (‘radius of gyration’) togega telesa,
r;=Jdim.

|zrek o spremembi vrtilne koliine I" togega telesa za
vrtenje okoli lastne osi, ki je pod delovanjem navora
zunanijih sil M.

o dr dJo)  do

=J—=Ja,
dt dt dt

M=J«a

VAJE: izpelji vztrajnostni moment valja

ZAHTEVNA naloga za doloCenega Studenta:
|zpeljava vztrajnostnega momenta za kroglo.
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VAJA za vztrajnostni moment

Kolika je rezultanCna sila na
obeseno telo? Kolik je rezultanéni
navor na kolo?

N — sila lezajev ('podlage’) na os
T kolesa
T — sila napetosti vrvi, G = M g;
a

Gibanje bremena:
Ma=G-T= Mg-T.
Na kolo Skripca sili F4in N ne

-T delujeta z navorom, tega ustvarja
le sila T, njen navor povzrocCi kotni
E;:I pospesek:
vG Tr=Ja

Ker se vrv giblje skupaj s kolesom
po obodu, tangencialni (obodni) pospesSek kolesa =
pospesku bremena:
a=ra= a=arr,

tega vstavimo v enaCbo za pospeseno rotacijo Skripca:
Tr=Jakr= T=Ja/A silov vrvi pa vstavimo enaébo za
gibanje bremena: vztraj. moment za valj: J = mr*/2
Ma=Mg—Ja/12 = a:g/[l+ Jz}:g/(l+m/2M).

Mr

CejeJ=0g=a=g, 8 J<>0=a<g. Vedjikoje
polmer kolesa in lazje kot je kolo Skripca (man;jsi je njegov
vztrajnostni moment) in vecja kot je masa bremena, blizji
je a teznemu pospesSku g. Gre za enakomerno pospeseno
padanje bremena. Ce je bila v trenutku t = 0 hitrost v(0) =
0 = v = a t, globina padanja h = a /2 =

V=2ah=V :2gh/{1—|—]‘/“l]2] Mase Skripca ni?
r
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VI.11INIHALA KOT TOGA TELESA

VII.11.1

ENOSTAVNO NIHALO

Masna toCka m je pritrjena na lahek
drog dolzine /, ali pa visi na napeti
nitki. F je sila vrvice na maso, F L Fy,
Sila teze toCkaste mase izvaja navor
na osiSCe nihala.

M = -x Fq — predznak minus, ker
navor nasprotuje vec€anju kota 6, gre
za povratni navor (za nihanja so
znacilni povratni navori in/ali povratne
sile).

Za majhne odklone:

x=Isinfd=l 0= M=-10mgqg. lzrek o
spremembi vrtilne koli€ine pravi:

M=Ja=JdadE,
kjer je J vztraj. moment toCkastega

telesa (palica je tanka in lahka, jo zanemarimo): J = m F

—

-10mg =m P d*/df =

P adf + [gll] 6= 0.

Pisemo g/l = w?, (kvadrat kroZilne frekvence), resitev Ze poznamo:

0 = 0y sin(ot + @),

kjer je @ zacCetni fazni pomik, 6, pa amplituda nihanja kota odklona
0. Ker o’ = g/l = perioda enostavnega (matematiénega) nihala

T=27x(lg)"”
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VII.11.2 FIZICNO NIHALO

T — teziSCe telesa. Navor sile teze

je povratni navor:

M=-xFy=-dsindmg=-dfdmg

za majhne odklone 6&. Ker
M=Ja=Jdadf -

-dOmg=Jdgdf =

dPadf + 6dm g/ J = 0. Vpeliemo

M

«’ = gmd/J | reditev &’ /df +w?0 =0
je sinusno nihanje kota odklona teziS€a od navpicnice:

0 = 0y sin(ot + @),

perioda pa je: T =21 L
\ mgd

VAJA:
Tanek obro¢ kolesa, obeSen na Zebelj na steni, zaniha. Naj je

njegova masa 1,5 kg, polmer pa 0,3 m. Kolik je nihajni Cas, Ce je
vztrajnostni moment kolesa 0,2 kg m*?
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VIIl. TRK PRI ROTACIJI TOGIH TELES

Pri trku teles pri translatornem gibanju delujejo med telesi
ob trku le notranje sile, ker ni zunanijih sil, se ohranja
gibalna koli€ina sistema:

my,+my, =my, +myy, =Konst.

Recimo, da imamo dve togi telesi, A in B, ki rotirata okoli
iste osi, se ne gibljeta translatorno in naj ne delujejo
zunanji navori na sistem vrteCih se teles. Naj med rotacijo
eno telo tréi v drugo. Ker ni zunanjih navorov, se ohrani
skupna vrtilna koliCina:

d—F:er:M:O
dt

To pomeni, da je vrtilna koli€ina pred trkom enaka vrtilni
koli€ini po trku:

JAa)Al + JB(OBI — JAa)Az + JBa)Bz
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VAJA za trk pri rotaciji

Konec palice (mase M= 3 kg, dolzina b = 1 m) je vrtljivo pritrjen na
vodoravno os, ki je na visSini b nad vodoravnimi tlemi, na katerih se
nahaja mirujoce telo mase m = 2 kg. Palica ob rotaciji iz vodoravne lege
tr¢i v telo in se odbije nazaj. Kolika je kotna hitrost palice tik pred trkom?
Za kolik kot ¢ se palica odbije, Ce je trk prozen? Za koliko (x) se
premakne telo, Ce je drsni torni koeficient k,= 0,4? Pri koliki masi palice
pa bi palica po trku obmirovala?

M
i‘/: ®C ]
(N b
b2 ||
- N\

Hladnik & Solinc, 14.21 str. 143. Zbirka FI nalog z resitvami 1.
Pred trkom: ohranitev energije palice: pred zasukom ima potencialno energijo glede

na lego tezis¢a C po zasuku: W, = Mgb/2, tik pred trkom pa rotacijsko kineti¢no
energijo W, = Jo,%/2, vztrajnostni moment palice pri vrtenju okoli osi na enem kraji§éu
J = Mb%3. Ohranitev energije:

Mgb/2 = Jo:%/2 = Mb?w,%/6 = o =
Ohranitev vrtilne koli¢ine: pred trkom jo ima samo palica: Jo, tik po odboju pa ima v
isti smeri predhodne vrtilno koli¢ino masa m na tleh, ki se premakne pro¢ od palice in
ima vrtilno koli¢ino kot to¢kasna masa: mvb, palica po odboju pa vrtilno koli¢ino z
nasprotnim predznakom: - Jw,. Ker ni zunanjih navorov se skupna vrtilna koli¢ina
ohranja:

J0)1 =mvb - J(Dz

Ker je trk prozen se ohranja tudi energija. Tik pred odbojem je ta enaka rotacijski
kinetiéni palice Jw%/2, ta je enaka kinetiéni energiji palice in telesa
tik po odboju: Ji%/2 = Jo22 + mv?/2
Vstavimo izraz za J in w4, sistem obeh poslednjih enaéb reSimo po v in wy:
vV = 20,bM/(M+3m); 2 = ®1(3m — M)/(3m+M); €e je M = 3m palica miruje po trku.
Telesu se po trku zacetna kineti¢na energija unici zaradi dela zaviralne sile trenja F;
mv?/2= F; x = kymgx = x= ... Po trku se vrtilna kinetiéna energija palice pretvori je v

potencialno energijo zaradi dviga teziS€a po zasuku palice za ¢ v skrajno lego:
Jwy?/2 = M gh = Mg(b/2)(1-cose) = cosp = 1 - bw,?/3g.
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DELO IN ENERGIJA

VIIl.1 DELO ZUNANJE SILE PRI TRANSLACIJSKEM GIBANJU

v Majhen pomik toCkastega
telesa ds 3% s silo F.
Delo sile 4A pri majhnem
ds pomiku je definirano kot:

dA = F e ds,
kjer e oznacuje skalarni produkt
dveh vektorjev. Zato je delo sile
F, ki ni vzporedna s pomikom ds enako:

dA = F cos ¢ ds.
Celotno delo zunanje sile vzdolz gibanja telesa pa je vsota del sile
vseh drobnih pomikov:
A=[Fcospds=[F eds.
Ce je sila konstantna med gibanjem telesa (ohranja jakost in smer
glede na smer gibanja), jo lahko postavimo izven integrala
A= chosgp ds = Fcos¢jds =Fcosps=Fscosp=Fes

Delo je enostaven skalarni produkt vektorja sile in vektorja
opravljenega premocrtnega pomika poti samo tavkrat, ko je sila
konstantna (gibanje pa premoértno). A= Fe s, Ce F17 s je A=Fs.

VIIl.2 DELO ZUNANJE SILE PRI ZASUKU TELESA

F 1 os. Pomik ds = r d¢ - za toliko se
pomakne prijemalisSCe sile F. Njena
projekcija na pomik teziSCa telesa T
zadsje F’ = Fsin 6, F 71 ds. Delo
sile pri tem pomiku ob zasuku tezisCa
je dA = F’ds = dA = F sin 8ds. Pomik
ds ob zasuku: ds =rdp =

dA = F sin 6r dg. Navor sile M = Frsind = dA=Mdp
=

A=[Mdgp
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Ce sila F ni pravokotna na os, je izraz za delo bolj
kompliciran, brez izpeljave navedemo:

A=|Maodt

ki ga primerjamo z izrazom za delo pri translatornem
gibanju:
A=|F.ds=]F.vdt,

vidimo, da pri delu sile pri rotaciji togega telesa navor
nadomesti silo, kotna hitrost pa translacijsko hitrost.

VAJA

A=7?

Utez se spusti za
dh,

teza opravi delo

dA = mg dh, hkrati
izvede navor

M = mg r: pomik
navzdol za dh
pomeni zasuk za do,
pomik dh je enak

loku ds = dh =r do.
Delo dA = M do = mgr dh/r = mg dh. Pri tem problemu je
delo sile pri rotaciji = delo enake sile pri transl. pomiku.
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VIII.3 IZREK O OHRANITVI KINETICNE ENERGIJE PRI
TRANSLACIJSKEM GIBANJU

dA =F eds, 2. Newton. z. F =ma = dA = ma eds, ker je
ds =vdt, a=dv/dt = dA =m(dv/dt) evdt =m dv ev, pri
translacijskem gibanju je dv 77v =

dA=mvdv
v 2|72 2 2
2 \% % v
A:mfvdv:m— =m-=—-m-—-,
q L2 2
Vpelje se kinetiCna energija
2
v
W, =m—,
2

Sprememba kineticne energije je enaka delu zunanje sile

A= Wk|2 — Wk1.
Izrek o ohranitvi kineti¢ne energije pri translacijskem horizontalnem
gibanju se glasi: kineticna energija se ohranja, Ce je delo zunanjih
sil enako nic.
Ce je delo zunanje sile zaviralno (F 7\ ds), A <0 = konéna
kinetiCna energija je manjSa od zacetne:
Wiz < Wy

VAJA:

Vo =72 km/h
Vi = 0
ki = 0,5 — blokiranje

s=7?

Fi=mg ki, A; = Fy s= mg k; s=
VVk2_VVk1
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Vill.4 ROTACIJSKA ENERGIJA TOGEGA TELESA

Vsake del togega telesa, Ki
Je oddaljen od osi za r ima
kroZilno hitrost
vV = ro. Kineticha energija za
masni koscek dm je

dWy = dm (ro)?/2 =
ROTACIJSKA KINETICNA
ENERGIJA:

ro

o, 1.,
szdek:7jr dmzaJa) =W

Vztrajniki imajo velik J = med vrtenjem lahko oddajo veliko
kineticne energije pri manjSanju kotne hitrosti, Ce zaviralni navor ni
prevelik.

Naj se togo telo vrti okoli tezis€a, pri Cemer se tezisce giblje.
Vpeljemo celotno kineti¢no energijo togega telesa:

Wk = Wktran = Wrot,
2 2
mv: Jow
VVk — c + c )
2 2

kjer je v’ hitrost gibanja tezi$&a, J. pa lastni vztrajnostni moment
za vrtenje okoli teziSCne o0si.

Celotno delo zunanijih sil zaradi translacije in rotacije telesa:
A = /Mew dt + /Feds,
[Ce sta sila in navor stalna A =Mw t + Fs]. lzrek o
spremembi kineticne energije se glasi
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A=[M-odt+[F -ds=W,-W, =
A — mv022 _ mvczl + Jca)Zz _ Jca)lz
2 2 2 2

VAJA

Krogla se kotali na klancu.
Kolika je hitrost tezisCa v,
na dnu klanca, ce je bila na
vrhu Veo = 07? Wk0= 0.

Fq = Fg sina, delo zunanje
sile pri gibanju po klancu,
Je delo dinami¢ne
komponente sile teze, ki
povzroci spremembo

celotne kineticne energije toge krogle:
A4 = mg sina. s = mgh — delo sile teze. Konéna W:

Wy =m v/2 + J; ©%/2 = A Poleg sile teZe opravi delo tudi
zaviralna sila lepenja — krogla namre¢ ne drsi po podlagi, se zgol|
kotali — relativna hitrost sticne to¢ke valja in podlage je nic,
obnasanje sile lepenja je podobno kot pri mirovanju telesa, ki ga
vlecemo.

Delo sile lepenja: dA, = -F, ds =

- Fyvie dt = 0. Torej je delo vseh
zunanijih sil le delo sile teze. Za kroglo je

Jo = 2mr%/5, ker ni drsenja je v, = ro =

rew mgh = m v/2 + 2m riv.%/(r**2*5)
gh =v27/10 = vs = (10/7)"*(gh)"? < v,, =
Ve (2gh)"? pri prostem padu. Za valj v, =
(4/3)1/2(gh)1/2.
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VIIl.5 POTENCIALNA ENERGIJA

Izrek o spremembi kineticne energije A = W\, — W4, delo
razbijemo na delo teze in na delo vseh ostalih zunanijih sil:
A=Az +A; =
Az =W, o — W,y - Ag.

Delo teze:
Ac = /Fg »ds =m/g - (dx, dy, dz)
Ac =-m/(0, 0, g) «dx, dy, dz) =
A = - mg /dz= - mg(z,- z1) = delo ostalih sil:

A= Wi — W4 + mgqgz,; — mqgz,

Potencialna energija je
definirana kot

W, = mgz,

zato je delo vseh zunanjih sil razen teze enako:
Az =W, — W, + sz - Wp1

Az = (Wia + Wp2) — (Wia + Wp).

Se samo delo sile teze: A = - MY (Z2-Z1) = - Wy + Wy,
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VIIl.6 PROZNOSTNA ENERGIJA

Pocasi in enakomerno
raztegujemo vzmet z
zunanjo silo F, ki je
nasprotna sili vzmeti F,.
Sila vzmeti je povratna

F sila:
b * > | F, ™ dx = zunanja sila

deluje v smeri raztezka
F 17T dx

x “[dx” Hookov z.:F = kx
_dj (k je konstanta vzmeti) =

Delo zunanije sile pri
majhnem raztezku:

dA=Fe dx=F dx =kx dx =

X, X

A=k f xdx=k k—,
X1 2 2
vpelje se proznostna energija

pr 2
delo zunanje (vleCne) sile je zato:
A= Wpr2 — Wprh
delo sile vzmeti pa je
Av =- Wpr2 + Wpr1-

Spiralna vzmet

F 1l r = M =rF, sila spiralne vzmeti je

r sorazmerna kotu zasuka: F =D o= M =rDg
A=IMdp=Dlpdp=D @42 - D 9’2 =
Wpr :D¢2/2, A= Wp,Q - Wpr1.
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VIII.7 IZREK O OHRANITVI MEHANSKE ENERGIJE

Delo vseh zunanjih sil razen tezZe in proznostne sile = spremembi
mehanske energije

5 Mehanska energija W = Wy + W, + W,,,.
Ce je delo vseh zunanijih sil razen teZe in proZnostne sile enako
nic:A=0=AW=W,-W,=0=

Wi + Wi + Wpo = Wiy + Wy + Wy =

mv; kal  mv; ko
tmgz, + == mgz

¢e ni rotacije telesa.

VIIl.8 MOC

Mo¢ pri translaciji telesa: P = dA/dt = Fds/dt = Fv

Mo¢ pri rotaciji telesa: dA = Fds = Frdp =M dop =

P =dAldt =M dgldt = Mo
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IX. HIDROSTATIKA IN HIDRODINAMIKA
IX.1 SILAVZGONA

Sila vzgona Fy = teZi izpodrinjene

A tekocine:
Fv FV=mvg=vavg,
kjer je p, gostota okolne (izpodrinjene)
p 47 a tekocine, Vy pa njen volumen. Ko je

telo v celoti potopljeno, je volumen

telesa \V enak volumnu izpodrinjene
tekocine V =V,, samo tedaj sila
vzgona prijemlje v teZiS¢u, kjer je

seveda prijemalisce sile teZze samega

v telesa. Pri plavajocCih telesih

prijemalisc¢e sile vzgona ni v tezis¢u

mase telesa, pac pa v tezis¢u izpodrinjene tekocine. Naj je sila vzgona vecja

od sile teze telesa. Tedaj se telo po 2. Newton. z. giblje s pospeSkom:

ma=Fy—-Fg=myg-mg=p,Vvg —pVg
ma =VJg (py—p),
m je masa telesa in kjer smo upoStevali, da je telo v celoti potopljeno in da je s
tem volumen izpodrinjene tekocine enak volumnu telesa (V=V,), sicer
V <> V..

VAJA 1: Kos lesa miruje na gladini, kolik je deleZ potopljenega dela, ce je
njegova gostota 0.8 gostote kapljevine pod njim?

VAJA 2: Sod V = 150 | je napolnjen z zrakom kot pomo¢ pri dvigu sidra z
morskega dna. Sidro ima maso 16 kg v morju. Masa soda je 20 kg. S koliko
dodatno silo bo moral dvigati sidro potaplja¢?

VAJA 3: Na plavajo¢o bojo v obliki pokoncnega valja z visSino | = 1 m in
ploséino osnovne ploskve S = 2 m?, pade z visine h = 2 m nad bojo vreéa
peska mase m = 60 kg na sredino zgornje ploskve. Za koliko se pri padcu

potopi boja? S koliksno amplitudo in periodo zaniha boja z vre¢o? Boja ima
srednjo gostoto p = 500 kg/m®, gostota vode je py = 1000 kg/m>, upor vode
zanemarimo (iz revije Presek 31/5, 2003-2004).

Tik pred padcem na bojo je hitrost vrece v = (2gh)"?. Gre za neprozen
trk: mv = (m+M)vy, M = p S | masa boje in vy skupna zacetna hitrost tonjenja.
Pred padcem vrece je sila vzgona F na bojo enaka sili njene teze Mg, po
padcu pa je F = Mg + gpvS z, kjer je x globina potopa od ravnov. lege, najk =
gpv S = F = Mg + k z (kot pri vzmeti). Najvedji potop z = Z izraCunamo z
izrekom o ohran. mehan. energije: (m+M) vo%/2 + (m+M)g Z = A, kjer je A delo
sile vzgona A = /(Mg + k z) dz =Mg Z + k Z?/2. Z pa ni amplituda nihanja,
ker za novo ravnovesno lego z' velja, da je pod prejSnjo, po enacbi: mg = gpy
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S z' =k z' = amplituda zp = Z - Z'. Perioda nihanja se izra¢una po formuli za
vzmetno nihalo: T = 2r ((m+M)/k)"2.
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IX.2 METACENTER

a) Tezis¢e T se nahaja nad prijemalis¢em sile vzgona C. Zdi
se, da je zato plovilo nestabilno. Sila teze Fg4 je po jakosti
enaka sili vzgona F,, sicer bi se plovilo vertikalno gibalo s
pospesSkom.

b) Se vedno velja F, = F,, sicer bi plovilo po vertikali imelo
pospesek. Pri nagibu plovila okoli gredlja ostane tezisce T na
istem mestu plovila, vendar se premakne prijemalisCe
vzgona C v desno za x = vzpostavi se povratni navor
dvojice sil M, = stabilno plovilo. Prijemalisc¢e sile vzgona C
se je premaknilo v desno zato, ker se je del prvotnega
volumna izpodrinjene tekoc¢ine AOB premaknil v EOD,
prijemal. sile vzgona pa se nahaja v teziSCu izpodrinjene
tekocCine.

Povratni navor dvajice sil je x F. Vendar ta navor
dvajice sil vzgona in teze ni nujno vedno povratni!

Metacenter M je toCka presecCis¢a med simetralo
plovila, na kateri lezi tezis¢e T, in med nosilko sile
vzgona, Ki je vertikalna:
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Razdalja
med teziS¢em in metacentrom TM = d se imenuje metacentriCna
oddaljenost, njena horizontalna projekcija je
x=dsind=do
za majhne nagibe plovila

a) Metacenter M je nad tezis¢em T (vertikalno v vi§ji legi).
Navor dvagjice sil M, =Fgx =mg d sin 6 = mg d 6 povrne
plovilo v ravnovesno lego. Ta je tudi odgovoren za nihanje
plovila.

b) Metacenter M je pod teziscem T . Navor dvojice sil teze in
vzgona tokrat ni povraten, plovilo je nestabilno in se
prekucne.

c) Metacenter M sovpada T = neviralno ravnovesje, ki lahko
postane nestabilno.
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Metacentricna viSina se lahko doloCi eksperimentalno:

Dodatno breme na plovilu
m y mase m pomaknemo prec¢no
| po palubi. Ko se m nahaja v
eni legi, je plovilo zasukano
proti njemu, kov drugi, pa je
zasukano za drugi kot 6. Ker
se v obeh primerih po umiritvi
plovilo ne suka, je prisotno
ravnovesje navorov: Navor

Sile teZze bremena okoli osis¢a
= navoru dvaojice sil vzgona in celotne teze na plovilu. Zadevo
poenostavimo, ¢e zapiSemo, da pomik bremena pomeni
spremembo navora njegove sile teZze na osisce, in sicer za M, =
mg Ay . Naj je sprememba naklonskega kota plovila, ki je izmerjen,
enaka A®. Povratni navor dvojice sil je M, = (M +m) g d sin(A8) =
M+m)gdaAb =
kerm <<M =M, == MgdAd =M, =mgAy =
d = (m Ay)/(M A0).

Opomba: Metacentri¢na viSina je v resnici dolo¢ena z odvodom:
d = (m/M) dy/de.
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IX.3 NIHANJE PLOVILA

Upostevajmo, da je sprememba vrtilne koli¢ine plovila pri bo¢énem
Ssukanju okoli vzdolZne osi je enaka navoru dvojice sil teZze in
vzgona:

éC:M'zja,
dt 3
kjer je vztraj. moment plovila J = m r}?, kjer je r, znadilni kroZilni
polmer, m masa plovila,o. = d°6/dt? je kotni pospesek plovila. Ker
gre za povratni navor, ki zmanjSuje kot odklona® =M, =-mgd 6
, kjer je d metacentricna razdalja =
-mgd6=mr?d%/dt =
d?/dt?=-gd 6 /72
kar je diferencialna enacba za nihanje, vpeljemo:
w? =g d 42 pa zapisemo resitev, ki pravi, da je bil odklon plovila v
t = 0 enak nic:

0 = 0y sin(wt),
kjer je 6, amplituda odklona. To lahko vstavimo v enacbo za
nihanje in jo preverimo, Ce je res reSitev. Perioda nihanja plovila je:

r
T=2r—~——.
\Jad
Perioda nihanja je tem vedja, vecji ko je kroZilni polmer r,. Vecja ko
Jje metacentri¢na razdalja d = manjSa je perioda. Ampak Ce je T
majhna = plovilo niha z visoko frekvenco. Kako je bilo pri nihanju
togega telesa?
J
mgd,
Kjer je J vztraj. moment fogega telesa (pri nihanju plovila se preliva
izpodrinjena tekocina), dr pa razdalja teziS€a od osiS¢a, ki ni enaka
metacentri¢ oddaljenosti. Vemo, da je J = mr?, po drugi strani
izrazimo iz formule za nihajni Cas togega telesa J, v katero
vstavimo izraz za d iz predhodne formule za nihanji ¢as plovila:
T’mgd Tamg7f4ﬁ2 ,
4> 4ﬂlT2g -
Tako smo pokazali ekvivalentnost izrazov za vztrajnostni moment
togega telesa in plovila.

T=2rx

J=
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IX.4 JEZOVIIN REZERVOARJI

IX.4.1 RAVNOVESJE SIL

Zracni tlak na gladini in okoli jezu zanemarimo. Vodna masa deluje
na vertikalno ploskev povrsine S = DL s tlacno silo in z navorom te
sile. Sile tlaka na jez je:

Fo = <p>S = (pgD/2)S, kjer je <p>povprecen tlak po vertikali (0 +
pgD)/2. Torej je tlacna sila:

F, = (pgD/2) DL = pgD?L/2.

Ker bran miruje, je vsota vseh sil na njo enaka nic:

F, = F\, kjer je F, sila lepenja podlage.
Normalna sila podlage je enaka tezi
brane: N = Fg4. Bran horizontalno ne
zdrsne dokler sila lepenja ne preseze
kriticne vrednosti
Fp = FL<k|_ N = k|_ Fg, kjerje k|_
koeficient lepenja med brano in
podlago. Silo teZze branu zapiSemo z
N njenim volumnom:
Fq =p;V;9, kjer je volumen jezu: V; =
AL
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IX.4.2 Faktor varnosti pred zdrsom pri jezovih

Za stabilnost pred zdrsom velja neenacba

F, <k_Fy = pgD?L/2 <k_p;ALg.

Faktor varnosti zdrsa: /5 = F_ /Fp =

f, =2k, (&j(éj Za varnost
Jo,

mora veljati
/b >1, e /o =1 = drsenje se pricne.

VAJA:

L=220m
a=41m

b=12,7m
H=256m

k. =0,73, pj = 2,92 g/ent’,
p =1,0 glem’.
Kolik mora biti d, da bo
=187

A = (a +b)H/2.
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IX.4.3 RAVNOVESJE NAVOROV PRI JEZOVIH

% Mp Mg

g

Sila
tlaka prijemlje v viSini rp, navor te sile M, = r, Fp, druga je sila teze
Jjezu, ki ustvarja povratni navor My = ry Fy. Za stabilnost mora
veljati:

Mg >M, =14 Fg >r1p Fp.

IX.4.4 Faktor varnosti pred zasukom jezu:
Sz =MgMp =rq Fq /[ty Fp) > 1,

vendar ne poznamo rg, r, in Fy (M)

dF,=pdS=plLdz=
dF, =pgz L dz, p nip(z), L
tudi ni L(z)

D D?
F =[Lpgzdz= Lpg7
0

Fo = <p>S,
<p>=pgzl/2

dM, =h dF, =
dM, = (D-z)pLdz

dM, = (D-z) pgz Ldz, s podobno integracijo kot pri sili tlaka
izracunamo navor sile tlaka kot:
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3 2

M, = ng%: rF, = rpngD?: r, = D/3

prijemalisSCe sile tlaka pri izvajanju navora okoli osi na dnu jezu, ki
Jje merjeno od dna jezu navzgor, je na eni tretjini visSine vode za
Jjezom D.

VAJA
L=95m
p; = 2.88 g/cm’
Ko je voda 2,8 m pod vrhom jezu, je navor sile tlaka M, = 444
MNm. Kolika je visina jezu, ée je gostota vode p = 1,0 g/cm®? Je
pomembna gostota materiala jezu?

IX.4.5 NAVOR UPIRANJA TEZE JEZU

Sila, ki izvaja povratni navor jezu ni Sila, ki se upira zdrsu — slednja
Je sila lepenja. Povratni navor jezu izvaja Sila teze jezu: Mg =r4 Fq,
Silo teZe obi¢ajno enostavno dolo¢imo iz geometrije jezu in gostote
materiala, neznana je razdalja rq od osiS€a do nosilke sile teze —
gre za koordinato teZisS¢a glede na osiS¢e, ki se za vsako
geometrijo jezu izraCuna po formuli:
ry = /X dm/m, ker je m = pV=p/AL in dm = p; dV=p,LdA =
rg = J/x dA/A, kar pomeni, da integriramo po preseku A jezu. Brez
izpeljav zapis§imo, da velja
za trikoten profil jezu z osnovnico b:

2b/3 rg = b/3.
T
Za trapezoidalen presek jezu z osnovnicama b in a
b (b>a) velja:
Fy 2b° +2ab-a’
v r, = ;

¢ 3(a+b)

navor teze Mg = Fq ry = pjgAL ry.

VAJA:

Izracunaj za jez trikotnega profila, ki ima visSino H = 56 m in
osnovnico b = 21 m, potrebno pre¢no Sirino jezu L, da bo navor
sile teze My = 26,3 G Nm (p; = 2,72 g/cm’).

(@=0), A=bH/2, Mg =14 Fq =F4 2b/3 = pjgAL 2b/3 = L.
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PONOVITEV: Faktor varnosti proti zasuku:
Sz = Mg Mg =14 Fq /(rp Fp) > 1,

tokrat poznamo My = pgAL rg, M, = pgLD%/6 =
-\ Ar
f,=6 2| s

p)D

ki za trapezoidalen presek (A = H(a+b)/2), za katerega poznamo r,
postane funkcija razmerja gostot in dimenzij trapeza:

2 42
fzz{f’fj”(zb Db,
Jo,

Ponovimo Se faktor varnosti pred zdrsom:

S
o N\ND Jo, 2D

VAJA:
Jez trapezne oblike ima f; = 1,4, visina vode D = 48,3 m, ki je d =
2,2 m pod vrhom jezu. Kolik je koeficient lepenja K min in kolika je
osnovnica b ? (p; = 2,72 g/cm’)
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IX.5 BERNOULLIJEVA ENACBA - ENERGIJSKA ENAGBA TEKOCINE

Predpostavimo
stacionarno gibanje —
po cevi, ali pa znotraj

tokovne cevi, ki je
omejena s
tokovnicami (Crte,
katerih tangente so
hitrosti delcev).
Stacionarno

X gibanje pomeni, da se

hitrost toka na enem
mestu s asom ne spreminja. Ce pa spremljamo delce tekoéine,

pa se njihova hitrost vzdolz trajektorje spreminja. Poleg tega
predpostavimo, da se gostota tekocCine ne spreminja pri pomiku
‘cevi' tekoCine med 1-2 v lego 1'-2'. TekocCina pri pomiku izqubi
maso dmy = p dV, hkrati pridobi maso dm, = p dV,. Velja
ohranitev mase tekoCine med 1-2 =
pdV1=pdV2:,> dV1=dV2:>
A1 dS1 = A2 ng,
kjer sta A in A, preseka v ustreznih legah.

Izrek o spremembi mehanske energije, ki pravi, da je delo zunanjih
sil enako spremembi energije, zapiSemo za del tekocine, ki se je
nahajal med 1 in 2. Sila tlaka je tista, ki izvaja delo A,, poleg dela

izgub zaradi striznih sil (trenje):

2

Z4

Delo sile tlaka — izgube zaradi striz. sil = AW.
Wpred pomikom = Wk + Wp = mV2/2 + mgz
Wpo pomiku = Wpred pomikom +dm V22/2 + dmgz2
- dm v+%/2 — dmgz,
AW = dm v,%/2 + dmgz, - dm v,%/2 —dmgz; = A,
A, = pr Adss — p2 Axdsy, delo sile tlaka p, je negativno, ker p,
nasprotuje gibanju 'zamaska' tekoCine od 2 do 2'.

UposStevamo, da je A; ds; = A, ds, =dV =dm/p, pa zapiSemo delo
sile tlaka A, = ps A/ds; — p2 Axds,; =

dm v,%/2 + dmgz, - dm v,%/2 — dmgz, = p; dm/p — p, dm/p,
enacbo delimo z maso dm in preuredimo:
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2

D
Yo,

kar je Bernoullijeva enacba, ki je v tej obliki enacba za energijo
tekocine na enoto mase. Delo izgub (striznih, ali viskoznih sil) smo
kar zanematrili. Enacbo zapisemo:
\
PV, gz = konst.
o 2

vzdolZ tokovnice, oz. tudi vzdolz poti delca tekocCine.

2
1% Vv
—|—31+gzl =&+52+g22,

VAJA 1:

h = 0,8 m, kolika je hitrost
iztekanja, Ce zanemarimo izgube
in Ce je povrsina preseka iztocne

cevi
A, <<A;— povrsina gladine.
zapi8i Bernoullijevo konstanto za
to¢ki 1in 2. V resnici: v = Cy
(2gh) 2
Cv =0,8-0,9 (izgube energije med
1in 2). Pretok skozi odprtino pa

utrpi dodatne izgube, ker hitrosti
delcev skozi A, niso horizontalne,
curek se tam Se zozuje, zato se
uposteva manjsi presek A, ¢ = VA,
= C.vA;, ¢ = C.Cy(2gh)"’A;
& = Cq(2gh)"?A,, C4= C,Cy <.

VAJA 2:

Tokrat upostevamo, da je hitrost
na gladini v, <> 0, preseka nista
zelo razlicna,

A, <A, vendar odprtina nima
velike vertikalne dimenzije.

V toéki1: pa/p + gh +v/2,

V tocki 2: po/p + v,/2, enadimo
energijo v obeh:
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V22 = V12 + 2gh =
Vs = (v4° + 2gh)"”2. Sprememba volumna zaradi spuséanja gladine
dV = A, v,dt je enaka spremembi volumna, ki zapusti sod skozi
pipo v enakem Casu: dV = A, v,dt =
Asvi=Av, =V = A v/ Ay = (vi2 + 2gh)"? | kar je enadba za
kvadrat hitrosti v,. UpoStevajmo, da se zaradi te hitrosti viSina h
zmanjsuje: v; = - dh/dt, uvedemo se brezdimenzijsko koli¢ino € =
A/ A; < 1in enacébo za v, zapiSemo:
(1 -€%) vi% = 2ghe? = (1 - €2)(dh/dt)? = 2ghe?, kar vodi k enadbi za
casovno spremembo visine gladine:

(@)z _&2gh _dh e2gh

— = , kjer smo z
dt 1-¢&° dt J1-¢?

negativnim predznakom upostevali upadanje gladine. Lo¢imo
spremenljivke, h na levo stran enacbe, t na desno stran in

integriramo = T dh jlﬂ 'f dt =
&

2 )= = h= - (mj

h=h

e _a )
’ 2h, N1-¢* )

Najvecji mozni cas iztekanja se pojavi takrat, ko je h =0 =

g gmax — t _ 1_ 82 2h0
2h0 /1 . 82 max £ '\f g

VAJA:hp=1minhy=10m
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IX.6 PRETOK VOLUMNA, PRETOK MASE

Pretok volumna: ¢y = dV/dt, ker dV=S dx indx =v dt =
dV=Svdt = ¢V=SV

V primeru iztekanja iz soda je ¢y = Aov. Masni pretok:

om =dmAdt, dm=p dV =
" v = pS V=pdy

VAJA 1:
S=10cm*=Ss v, =5m/s; S;=2S, =9 I/s; S;=3S

Vo=?Vv3=? Kaj, Ce ¢3=07?

Vi 1 Ravnovesje volumskih
J pretokov: ¢1 = ¢, + d3

TR ] 3 V2 =0/ Sz = ¢/ (2S)
(I)1=S1 Vi = 3S Vq
28\ s ¢z = ¢1-0¢2
[
Z

1 I= o
V2, V3, @3
VAJA 2

S; S Turbina:
S; =300 cm’®
SQ = 281

— 3
Turbina p = 1 kg/dm

Vi, ¢ V2, 42 P =120 kW - moc¢
obratovanja

V1 =? Vo =?

Delo

b1 =02 =S1 V=S, Vy,

P = Aod/t
V Casu t priteCe masa m = ¢u1 t = ppt = p Sy v4 t. Voda pridrvi z
Wy in turbino zapusti z manjso Wy, =
odvedeno delo: Aoy = Wy -Wio =Pt =
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my,  my,
m P
P=d = —l)= S0 i)
PSSV (2 2\ v.S
P= 211(v1—v2), vz_g—zl
p=PS[ye _WSL)_ PSS
2 S; 2 S;

) 1/3
v, = {2P/pSl(l — SIZH
S2

Izkoristek turbine: n = (W1 - Wi2)/ W1 = Agg /AWi4
n-= Pt/Wk1 =
_ m(v; —=v3)2 :1_ﬁ:1_ Vi S} :l_S_f
2mv; v viS: S3

Ce v, = 0 = 100 % izkoristek po tej formuli.

VAJA 3
Porabljena moc ¢rpalke

Po =85 kW
Ap =5 bar
b =40 m°/h
Izkoristek Crpalke?
Adov = Apor

Crpalka

N = Acdd/Adov = (Podd

dt)/(Po dt) = Podd /Po.

Crpalka premaguje delo sile tlaka — toliko dela mora opraviti:
=Fdx=Ap Sdx=Ap dV.
Kerje ¢ =dV/dt =2dV=¢dt = Fdx=Ap ¢ dt =
Podd = Ap ¢; N = Ap ¢ /Py
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VAJA 4
h
Po i 1 @hz
IH
— @ —,
"4
ps=pg(hs +H); p2 =pg(h, +H)

V. Malaci¢

Meritve hitrosti z zastojnim
tlakom.

V ustju cevke 1 se tekocCina
ustavi, tece pa mimo lege 2.
p =1 kg/dm®
H=5cm, po=1bar
hi=4cm, h,=2cm
v=7

Bernoullijeva enacba:
pi/p + 0 =pop +Vv/2 =v = (2g(h; + hy))"%: ps - p» = zastoj. tlak =

Gasilska cev:

p =1 kg/dm®
A;=12cm? A, = 3 cm?
b =241/s, ps; =250 kPa

p2=7?

Pi/p + VY2 =pofp +v,Y/2
P2 = p1+p(Vi - V)2
Ay = AV, =0,
P2 = pr + pdZ(1/A~Z = 1/A°)/2

gostoti W.
VAJA 5
_— Aj
— A,
V1 —
—T> —=
P+ —
— 21
VAJA 6
Aj
: \‘D O Ao
V1 V2
— >

|02

A;=9 Cm2, A, =3 sz,
& =2 1I/s,ps =150 kPa
K=0,34p2=?V2=?
Iztekanje skozi naglo
zoZenje cevi. V obmocju
vrtincenj ob steni cevi
(separacija) je zmanjSan
tlak in se pojavijo izgube.
Toc¢ka 1 je dovolj vzvodno,
da ni prizadeta z
vrtincenjem ob zozitvi. V

toCki 2 pa izgube energije oznac¢imo z energijsko visino izgub
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h = K v,/2:
P/p +V,/2+h=pip +Vi/2 =
P2/p + V272 (1+K) = pifp + V72

VAJA 7

Rezervoar vsebuje gorivo gostote 700

kg/m>. Pri strani ima kroZno odprtino

7N premera 1,8 m, ki je zaprta z loputo, ki

imajo teCaj na spodnji strani. Nivo goriva je

2 m nad zgornjim robom odprtine. Izracunaj

celotno silo tlaka na vrata Fp, silo na zapah
na zgornji strani odprtine F in reakcijsko

silo teCaja F,. Kolike pa bi bili poslednji dve
sili, Ce bi bil teCaj lopute na zgornji strani

odprtine in zapah na spodnji?

Z;

Vv v

Lega tezis¢a lopute T je zz=h + (d/2) =2,9
m
Lega prijemalis¢a sile tlaka C pod tezis¢em
T je z, =r - z = r,’/ z,, za kroZno odprtino je
r,;? = d%/16 (predavanja 'Center tlaka') =
z, =r-2z=1,8(16*2,9) m = 0,07 m - razdalja od T do C
Fp = povprecen tlak * povrsina odprtine
Fo = pg z: 7d%/4 = 700 * 9.8*2,9*1,8°*7*/4 N = 50,62 kN
1. Navori okoli tecaja v legi B so v ravnovesju: navor tlaka ima za rocico
razdaljo BC = (d/2 - z,)
Fd=F,(d/2- z,) =F=F, (d/2- z,)d =F, (0,5 - z,/d)
F =23,34 kN.
Reakcijska sila teCaja pa je: F, =F, —F = 27,28 kN.

Il. Tecaj v legi A, zapah s silo F v legi B. Ravnovesje navorov okoli A: F d = F,
(d2+ z,) > F =>F.=F,—F
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IX.7 REYNOLDSOVO STEVILO

Strizna napetost ali viskozna napetost (sila na ploskovno
enoto)

7= F/A = u duldy

u je dinamicna viskoznost [kg/(ms)], lastnost tekocine.

u [kg/(ms)] snov (T =20 °C)
0,001 voda
0.0016 Hg
1.5 glicerin
=~0,12 strojno olje

Vpeljemo brezdimenzijsko Reynoldsovo Stevilo:

Re = inercialna sila /viskozna sila

Inercialna sila je vztrajnostna sila, ki se po 2. Newton. zakonu
oceni kot masa * pospesek. Naj je znacilna dimenzija telesa, ki
potuje po tekoéini enaka |, njegov volumen je tedaj v grobem V =1°
, masa kotm = p I°. znadilna hitrost u s katero gre tekocCina mimo
telesa (ali hitrost, s katero telo prepotuje razdaljo enako njeni
dimenziji) u =1/t in pospesek a =|/°. Inercialna sila se tedaj
oceni kot
Fi=mazplPl/?=p P2
Viskozna sila se oceni kot F, =T A =T I = p du/dy I?
Fozpdudy P zp ) P=pul

Tedaj je: Re = F;/F, = (p ’ud)/(u ul)

Re = (plu)/ = lulv,
kjerjev =u/p kinemati¢na
viskoznost (= 10° m?/s za vodo).
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IX.8 STOKESOV ZAKON UPORA

Re Stevilo je merilo za stopnjo turbulence v tekocCini. V grobem
velja:
Re <2000 tok tekocCine je laminaren
Re > 2000 tok je turbulenten pri obiCajnih pogojih v naravi. Tedaj
se v opazovani tocki tekocine hitrost stalno spreminja, ima izrazite
fluktuacije. Vendar pa je lahko povprecenje te hitrosti po primerno
dolgem Casu neodvisno od zacCetnega trenutka povprecevanja. V
tem primeru je turbulenten tok stacionaren, <u> ni funkcija ¢asa.
V posebnih pogojih (skorajda brez vibracij) so uspeli v laboratoriju
izvesti, da je tudi pri Re = 50000 tok laminaren. Re Stevilo je
pomembno pri obtekanju poljubnih teles. Skoraj zagotovo lahko
recemo, da velja:

Re <= 1 laminaren tok
Re >= 107 turbulenten tok, ¢e
1<Re < 10* prehodni rezim, nestabilen.

Naj je Re <= 0,5, pri obtekanju kroglice:

Velja: dudr = 1,5 u/R
Zaviralna tangencialna sila
na povrSini krogle se tedaj

oceni kot:
Fv=A pndudy =
4 7R*u 1,5uR

F=6nRuu Stokesov zakon
upora, Ki pravi:
Za laminarno obtekanje tekocine (Re <= 1) okoli
krogle je sila premosorazmerna s hitrostjo toka (ali s
hitrostjo gibanja krogle).
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VAJA:

Kroglica gostote p in polmera R enakomerno pada v tekocini z
vskoznostjo |\ in gostoto py. Kako je hitrost padanja odvisna od

gostot?
Enakomerno vertikalno gibanje, vsota vseh sil je
F enaka nic:
Fu v F,+F, = Fg
Fy =mg = pVg =p4 7R%g/3
F.=po4 7R%*g/3
v Fu=67Rpuv
J, Vse tri sile vstavimo v ravnovesno enacbo, izrazimo
Fg hitrost kot:
v =(2/9) R g (p - po)/ut - laminarno gibanje
\/

IX.9 SILA UPORA PRI TURBULENTNEM GIBANJU

Naj je Re >= 107,
turbulentno obtekanje
krogle.

V tanki plasti okoli
krogle viskozna
tekocCina vleCe za
seboj pocasnejse dele

tik ob steni. Na zadnji
strani se tekocina ‘odlepi' od telesa in se zavrtinCi. S tem pride do
tlacne razlike med sprednjim in zadnjim delom telesa ' spredaj je
vecja hitrost, zato manjsi tlak kot zadaj. Ta tlacna razlika potiska
telo proti toku — telo izvaja silo upora proti toku. Gre za dinamicen
upor, ki je sorazmeren zastojnemu tlaku in preCnemu preseku A
ovire. Zastojni tlak je po Bernoullijevi enacbi sorazmeren u?/2:

Fd=CdA,OU2/2

Fs=CqA pU*l2 , Cqje koeficient upora ('drag coefficient').
Ta sila upora je zelo potgosta in nastopa tudi pri obtekanju
plovila, pri toku vode skozi cev pipe, sila vetra ipd.
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Cy oblika

0,04 kapljica

0,2-0,5 krogla

0,4 izboCena polkrogla

1,3 vbocCena polkrogla (padalo)
1,1 ploSCa kroznega preseka
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