V poglavju premo gibanje (str. 14) smo obravnavali
nihanje kot primer premega gibanja; obravnavali smo
ga s kinemati¢nega stalis¢a, iskali smo &asovne fun-
kcije odmika telesa iz ravnovesne lege, njegove hitrosti
in njegovega pospeska. V tem poglavju bomo pred-
stavo o nihanju poglobili in posploSili in se zanimali
tudi za energijske spremembe.

Telo lahko niha le okrog stabilne ravnovesne lege (gl.
str. 98). Nanj mora uginkovati konservativna sila, ki ga
veZe na to lego, npr. sila proznosti pri vzmetnem
nihalu, teza pri teznem itd. Med nihanjem opravlja
konservativna sila delo, ki ga obravnavamo kot spre-
membo potencialne energije telesa. Kako telo niha, je
odvisno od tega, kako se potencialna energija telesa
spreminja z odmikom (x) iz ravnovesne lege.

‘Na sliki (5.1) je skiciran sploSen potek potencialne

energije W,(x) telesa v odvisnosti od odmika x iz sta-
bilne ravnovesne lege. V sami ravnovesni legi (x = 0) je
minimum potencialne energije; obid¢ajno vzamemo:
W,(0) = 0. Kakr8enkoli odmik telesa iz te lege pomeni
povecanje potencialne energije.

Nihajoée telo (nihalo), ki je prepuséeno samo sebi, se
slej ko prej pomiri in obmiruje v stabilni ravnovesni
legi, v kateri je njegova potencialna energija najma-
njsa. Ce telo izmaknemo iz te lege (npr. za amplitudo
Xg), moramo opraviti delo, potrebno za poveéanje
potencialne energije telesa od 0 na W(x,) (da prema-
gamo konservativno silo, ki nasprotuje odmiku telesa
iz ravnovesne lege). Potroseno delo W;(x,) obdrZi telo
v obliki pove¢ane potencialne energije in to je zaloga
energije, s katero se priéne nihanje:

W = W,(x,) zaéetna energija nihajoéega telesa.

Med priblizevanjem ravnovesni legi se potencialna
energija zmanjsuje, kineti¢na pa povecuje. Ce zanema-
rimo energijske izgube zaradi nekonservativnih sil (tre-
nje, upor), se kineti¢na energija poveéa za toliko, koli-
kor se zmanj3a potencialna, tako da se vsota kineti¢ne
in potencialne energije ne spremeni — je enaka zacetni
energiji nihala (W). Pri odmiku x se telo giblje s hitro-
stjo v. Velja:

mv3/2 + W(x) = Wp(xo) = W (5.1)

V ravnovesni legi (x = 0) se potencialna energija zma-
nja na ni¢: W,(0) = 0 in tedaj ima telo najvecjo kine-

" titno energijo m&/2, pri &emer je v, hitrost, s katero

telo Svigne skozi ravnovesno lego:
32 = Wy(xo) = W (5.2)

V ravnovesni legi je vsa energija nihala naloZena v
obliki kineticne. S to energijo se telo zaZzene skozi
ravnovesno lego in se zaéne na drugi strani oddaljevati
od nje, pri ¢emer se njegova potencialna energija
povecuje in kineti¢na zmanjsuje, dokler se nihalo pri x
= —Xp ne ustavi in je spet vsa njegova energija v obliki

. potencialne itd. Med nihanjem ‘se torej potencialna

5.

‘energija spreminja v kinetiéno (ko se telo priblizuje

ravnovesni legi), kinetiéna pa v potencialno (ko se telo
oddaljuje od nje). To medsebojno prelivanje energije iz
ene oblike v drugo se dogaja s fo¢no dolodeno frek-
venco (w), ki je lastna frekvenca nihala in je znacilna
za nihalo.
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Nihanje nihala lahko na sliki potencialnega lonca (5.1)
predstavimo z vodoravno (€rtkano) ¢rto na »viSini« W
in recemo, da nihalo niha v potencialnem loncu na
»viSini« W, s &imer izrazimo njegovo energijo. Cim
vecja je njegova energija W, tem vedja je amplituda
nihanja (xg). ’

Nadin nihanja nihala (kako se odmik x spreminja s
casom) je odvisen od oblike potencialnega lonca, od
tega, kako se potencialna energija W, spreminja s

" krajem v sose&€ini stabilne ravnovesne lege. Na strani
16 smo obravnavali posebno vrsto nihanja, t. i. harmo-
ni¢no nihanje, pri katerem je odmik x sinusna ali kosi-
nusna funkcija ¢asa:

| x(t) = xgsin(ot) | . (gl. 1.29)

Za takSno nihanje velja:
v =dx/dt = x(;wcos(wt) = yycos(wl), Vo = Xpw
ali
vZ = vi(1-x%x}) = 0?(x3 - x?) (gl.1.27)
oziroma:
mv?2 = (m/2)e? (x§ — x?)  ali
mv?/2 + (mw?2)x? = (Mw?/2)x3

Primerjava te enatbe s splosno energijsko enaébo
nihanja (5.1) pokaZze, da imamo harmoniéno nihanje,
¢e je potencialna energija kvadratna funkcija odmi-
ka:W,(x) = (mo%2)x? (5.3)

Tedaj je najvecja hitrost vy, s katero nihalo zaniha skozi

ravnovesno lego, dana z enaébo:

mvgi2 = W,(x) = (mw¥2)x3  ali

Vo = Xpw

Najvecja hitrost je premo sorazmerna z najveéjim
odmikom, kar je znacilno za harmoniéno nihanje.

Telo v paraboli¢cnem potencialnem loncu niha harmo-
niéno. Ce se potencialna energija spreminja s kva-
dratom odmika iz stabilne ravnovesne lege, je niha-
nje harmoniéno. Vzmetno nihalo je Ze te vrste (vsaj v
mejah proznosti deformacije vzmeti).

Nihala

V splosnem je potencialna energija nihala poljubna
funkcija odmika. Ce je ta.odvisnost kolikor toliko
pohlevna, da obstajajo prvi in visji odvodi po odmiku,
lahko W,(x) izrazimo s potenéno (Taylorjevo) vrsto:

2
W,(x) = W,(0) + 1—"' (dW,/dx)o + % (d2W,/dx?) +

% (BPW/dx®yo +... - . (5.4)

Ker je v ravnovesni legi W,(0) = 0 in dW,/dx = 0 (gl.
4.31), se zgornja vrsta poenostavi v:

2
W,(x) = X? (d2W,/dx?), + % (AW, idx%), + ...

|

|

|

|

|

] +X
X

Slika 5.1




110

5. NTHANJE

Pri majhnih odmikih x telesa iz ravnovesne lege lahko
&lene z X3, x* ... zanemarimo v primerjavi s prvim
&lenom (z x?) in v tem priblizku je potencialna energija
kvadratna funkcija odmika:

W, (x) = % (d?Wy/dx?)ox? (5.3)

Sledi, da vsako nihalo pri maihhih odmikih (to je v
neposredni okolici stabilne ravnovesne lege) niha har-
moniéno.

Drugi odvod potenciaine energije po odmiku (ta je
pozitiven, ker se nanasa na stabilno ravnovesno lego,
gl. 4.32a) dolo¢a lastno frekvenco nihala (gl. 5.3):

o® = (1/m)(d?W,/dx?), (5.6)

Cim plitvejsi je potencialni lonec (manj zakrivljena
jama), tem manj$a je lastna frekvenca nihala v tem
loncu.

Vzmetno nihalo

sestavlja telo (masa m), privezano na lahko prozno

vzmet. Obravnavali smo ga na strani 44in v poglavju o -

proznostni energiji (str. 97). Ce je to nihalo na vodo-
ravni podlagi, tako da niha v vodoravni smeri (slika
2.31), je hjegova potencialna energija proznostna ener-
gija vzmeti (gl. 4.29):

W, = kx%2
kjer je k konstanta proznosti vzmeti. Torej vzmetno

nihalo niha harmoniéno (ne glede na odmik x) z lastno
frekvenco (gl. 5.6):

o= Vkim

(gl. 2.26)

Telo, viseCe na prozni vzmeti, katere drugi konec je
pritrjen na strop (slika 2.29), r.
ni¢no z lastno frekvenco w = Vk/m ,le danjegovarav-
novesna lega ni pri x = 0 temveé pri x = x; = mg/k (gl.
str. 43).

tako niha harmo-.

Primer:

Telo z maso m = 200 g pritrdimo na vise¢o prozno
vzmet (k = 20 N/m), ki visi s stropa. Spustimo ga z
vidine, na kateri vzmet ni ne raztegnjena, ne skréena. S
kolik§no amplitudo in frekvenco niha?

w=Vkim = 10/s

Xo = xy = mg/k =10 cm

Ko se telo spusti do ravnovesne lege x; = mglk, je
njegova kineti¢na energija najveéja (mvg2) in enaka:

mvy2 = mgx, ~ kx3/2 = (mg)%/2k  ali

Vo = gVmik = glow = wx,

T (gl. 1.28)
Xo = glw® = mglk = X,

A

Suéno (polzasto) nihalo

je sestavljeno iz telesa z vztrajnostnim momentom J, ki
se lahko vrti okrog stalne osi (vpete v leZaje). Na isti osi
je pritrjena sucna (polzasta) vzmet (slika 5.2). Da se ta
vzmet zasuce za két ¢, je potreben navor:

ki je premo sorazmeren s kotom zasuka. D je suéna
konstanta vzmeti; odvisna je od debeline in velikosti
vzmeti ter od njenih elastiénih lastnosti (gl. 6. 23).
Navor M opravlja med sukanjem vzmeti delo (gl. 4.5):

A= _[‘Md(p = Df(pdq) = Dg?/2
ki se nalaga v proZnostno energijo zasukane vzmeti:
W,, = Dg?/2 (5.7

(Primerjaj podoben izraz za proznostno energijo
vijaéne vzmeti, gl. 4.29). To je potencialna energija
suénega nihala, in ker se spreminja s kvadratom
odmika iz ravnovesne lege (k6t ¢), je to nihalo harmo-
niéno.

Nihanje suénega nihala sproZimo tako, da telo z
vzmetjo vred zasuéemo za amplitudo ¢,, s ¢imer vio-
Zimo v vzmet proZnostno energijo D¢#/2. Ko nihalo
spustimo, se zaéne proZnostna energija sproscati in
spreminjati v kinetié¢no (rotacijsko) J2%/2 (kotno hitrost
vrtenja smo tu oznacili z 2 namesto z o kot navadno,
da oznaka ne sovpada z lastno frekvenco nihala). Ko
nihalo zaniha skozi ravnovesno lego (¢ = 0, v kateri
vzmet ni zasukana ne v eni ne v drugi smeri), ima
najvedjo kinetiéno energijo JQ¥2. Velja;

JQ¥2 = Dep¥2  ali

'QO = ¢ V D/J
Kar velja za vzmetno nihalo, velja tudi za su¢no: odmik
X nadomestimo s g, hitrost v pa s kotno-hitrostjo Q.
Torej lahko zapisemo:

£y = wp,

kjer je w lastna frekvenca suénega nihala:

w=VDJ = 2at, ali

| =2V (5.8)

Suéno nihalo niha tem hitreje (s tem kraj$im nihajnim
¢asom), &im manjsi je vztrajnostni moment nihajoéega
telesa in ¢im veéja je suéna konstanta vzmeti (¢im
modénejsa je vzmet).

Suéno nihalo se uporablja pri zepnih in ro¢nih urah.
Nihajni ¢as tega nihala je namre¢ precej stalen; spre-
meni se le, e se spremeni su¢na konstanta vzmeti ali
vztrajnostni moment nihalke (npr. pri vecjih tempera-
turnih spremembah, zaradi mehanskih udarcev ali v
bliZzini moénih magnetov, ko se spremene geometrija
in elasti¢ne lastnosti nihalke in vzmeti).

S suénim nihalom lahko merimo vztrajnostni moment
togih teies. Nihalo je opremijeno z vodoravno-okroglio

H
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mizico, ki se vrti skupaj z vzmetjo. Izmerimo nihajni ¢as
nihala s prazno mizico in nato $e nihajni &as, ko na
mizico poloZimo telo, katerega vztrajnostni moment
Zelimo dolog¢iti. :

Primer:

Suéno nihalo z mizico ima vztrajnostni moment J =
= 0,005 kgm? in niha z nihajnim &asom t, = 0,8 s. Kolik
je vztrajnostni moment telesa, ki ga poloZimo na
mizico, e je novi nihajni éas t, = 2,5 s?

ty = 2aVJyD
t1 = 2JL'V(J0 + J)/D

Enadbi delimo, da se neznana suéna konstanta vzmeti
krajsa, in dobimo:

B33 = (J + Jo)ly ali
J = Jo(t/t% — 1) = 0,044 kgm?

Tezno nihalo

. Nihajoce telo je obeseno tako, da se lahko vrti okrog

vodoravne osi, tezis¢e telesa (C) je pod pritrdis&em
(osjo). Oblika telesa je poljubna, oddaljenost tezis&a od
vrtisca 0 je d, vztrajnostni moment telesa glede na os

skozi 0 je J (slika 5.3).

Potencialna -energija je tu gravitacijska potencialna
energija, ki je dolotena z visino tezi§éa. V stabilni
ravnovesni legi je teziS§e najnizje — tik pod vrtiséem
(slika 5.3a). Ko nihalo zasukamo za két o, SE tezisCe
dvigne za h = d(1 — cosq) in potencialna energija

nihala se poveéa za
W, = mgh = mgd(1 — cosgy,) (5.9)

Vidimo, da se potencialna energija spreminja s kosinu-
som odmika @, torej ni kvadratna funkcija in zato
tezno nihalo v splodnem ne niha harmoniéno. Kva-
dratno odvisnost potencialr}e energije od kota in har-
monicno nihanje dobimo le za majhne amplitude gq, ko
lahko zapiSemo: 1 - cosg, = 2 sin%(@y/2) =~ &2 ter

W, =~ (mgd/2)p3
Ko dvignjeno nihalo spustimo, zaniha skozi ravno-
vesno lego z najveéjo kotno hitrostjo £2, oziroma z

najvecjo kinetiéno (rotacijsko) energijo:

JQY2 = (mgd/2)¢} ali
£ = @0 Vmgdld = g

Lastna frekvenca teznega nihala pri majhnih amplitu-
dah nihanja je:

VimgalJ | ©:10)

Pri veéjih amplitudah je izraz bolj zapleten, nihanje ni
ve¢ harmoniéno in nihajni &as je odvisen od ampli-

. tude. Racunamo takole:

Slika 5.2

Slika 5.3

Slika 5.4
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5. NIHANJE B

Pri odkionu @ ima nihalo potencialno energijo mgd(1 —
— cosg) in kineticno energijo JQ%2; obe skupaj sta
enaki zadetni potencialni energiji:

mgd(1 — cosg) + JQ%2 = mgd(1 — cosgy) ali

Q =V2w, Vcosp—-cosp, , wy=VmgdJ

Q = do/dt

lzraza za Q izenaéimo, dobljeno enaébo preuredimo in
integriramo: :

/4 %o

Va2 wofdt = fu(cosqa - cosq) 2de
‘0 0
Po
to = (2V2 Jwy) [ (cosp — cosge) *de

0
ty = (2n/wo)[1 + (%)Zsinz(%/z) +
1.3

2imd '
+(2'4)sm(<p0/2)+...] (5.11)

V splosnem je nihajni éas téinega nihala odvisen od
amplitude; je daljsi, ¢e je amplituda vegja. Le pri maj-
hnih amplitudah je neodvisen od amplitude.

Primeri:

1. Matematiéno nihalo je najenostavnej$a vrsta te-
nega nihala: vsa snov je priblizno enako oddaljena od
vrti&a, npr. kroglica na koncu niti, utez na koncu lahke
palice ipd. J = md?

w=-Vg/d ali

t, = 27Vdlg - 612

Nihajni éas matematiénega nihala je odvisen od dol-
%ine in od teznega pospeska. Cim dalj$e je nihalo, tem
vedji je nihajni éas. Seveda velja to le' za majhne
amplitude nihanja.

Z matemati¢nim nihalom lahko merimo tezni pospesek
g; izmerimo nihajni &as danega nihala in izratunamo g
= d(2na/ty).

Podobno kot matematiéno nihalo -niha vodoravno

polozena palica (ali plos¢a), katere konca visita na
enako dolgih nitkah, e jo poZenemo tako, da niha
translatorno sem ter tja. '

2. Nihajoéa palica. Palica z maso m in dolzino b (z
enakomernim prerezom) je vrtljiva okrog enega konca.
S kolikdnim nihajnim ¢asom niha, ¢e so amplitude
majhne?

d=1b/2,J = mb¥3 (gl. 3.38a)
ty = 2nVJimgd = 2xV2b/3g (5.12a)

Palica niha tem poéasneje (z dalj§im nihajnim ¢asom),
¢im daljSa je.

Poglejmo, kako je nihajni ¢as t, palice odvisen od lege
vrtisa. Recimo, da palica niha okrog vrtis¢a 0, ki je za
x oddaljeno od sredine (teZis¢a) palice. Pri katerem x je
nihajni ¢as najkrajsi? (slika 5.4).

d=x J=mb212 + mx2

t, = (2n/Vg ) Vx + b?12x

Nihajni ¢as je najkraj$i (je minimum) pri tistem x, za
katerega je odvod izraza pod korenom po x enak ni¢ to

je: 1~ b¥12x% = 0 ali x = b/2V3.

Okrog vrtisda pri- tej oddaljenosti od sredine palice -

niha palica z najkraj$im nihajnim ¢asom: 27 Vb/y3 g .
Pomembno je, da je nihajni ¢as pri tem vrtiSéu malo
odvisen od x in se zato ne spremeni zaznatno, Ce se
vrti§€e nekoliko izrabi.

3. Ploséica niha sem ter tja po dnu kroglaste jamice
(polmer r, slika 5.5). Ko plos¢ico izmaknemo iz dna in
dvignemo za h = r(1 — cosgy), pri temer je @, najvedji
kotni odmik plo3g&ice iz ravnovesne lege na dnu jamice
(merjen iz sredid¢a krivine jamice), se potencialna
energija plos¢ice poveta za mgh = mgr(1 — cosgg) =
mgrg?/2 (za majhne amplitude ¢). Ko ploscica pridrsi
(brez trenja) do dna jamice, ima najve¢jo kineti¢no
energijo mvy/2 = mgrg/2. Sledi:

Qo = vo/r = VaIr gy = ogy = (27/to) o

Iy = 2.71:Vr/g

(podobno kot nitno nihalo)

S kolikénim nihajnim &asom pa se po kroglasti jamici
kotali sam ter tja kroglica s poimerom R?

Razlika v primerjavi z drseco plo&¢ico je v izrazu za
kinetiéno energijo na dnu jamice. Kotaleca se kroglica
ima kinetiéno energijo: mvy/2 + JQ¥/2 = (mvy2) (1 + J/
mR?) = mg(r—- R)p¥2 ali -

vo = Vglr— R(1 + JmA? @ = (r— A2,
2 = Vall(1 + ImR%)(r= Rl @ = oo = 2/t

Za kroglico je J = 2mR?/5 in zato:
"1, = 22V7(r - R)/5g

Vprasanje je, kako mora biti oblikovana jamica, da je
nihanje plosgice (kroglice) v njej harmoni¢no ne glede
na velikost amplitude.

(5.12b)

4. Nihanje tekoéinskega stebra v cevi z obliko ¢rke U
(trenje zanemarimo). Steber homogene teko€ine ima
enak prerez, dolzina je b, masa na enoto dolZine stebra
je u.

V ravnovesju sta gladini teko&ine v obeh krakih cevi
enako visoko (slika 5.6a). Ce se gladina v desnem
kraku dvigne za X, (in v levem spusti za x,), se gravita-
cijska potenciaina energija tekoginskega. stebra
poveda za ux,g * Xo, to je za W, = ugx3 (slika 5.6b, del
tekodine iz levega kraka z dolzino x, prenesemo na vrh
desnega). Ker je potencialna energija W, odvisna od
kvadrata odmika, je nihanje harmoni&no. Steber teko-
&ine zaniha skozi ravnovesno lego s hitrostjo vo, tako
da je:

ubvi/2 = ugx3 ali
Vo = V2g/b Xp = WXy = (27E'/t0)X0

(5.12c)




NEDUSENO NIHANJE _

Reducirana dolzina nihala

Izraz za nihajni €as Iy poljubnega teZnega nihala, ki
niha harmoniéno, Zelimo napisati v obliki, kot velja za
nitno (matematiéno) nihalo. Spradujemo se, na koliks-
no eddaljenost od vrtiséa (na reducirano dolZino
nihala - d,) bi morali zbrati VS0 8nov nihala, da bi dobili
enak nihajni ¢as:

tq = 2xVimgd = Ean,/g ali

=J/md (5.13)

‘Reducirana dolZina nihajo¢e palice (gl. §.12a) je d, =
= 2b/3, kar pomeni, da palica z doizino b niha z enakim
nihajnim. ¢asom kot nitno nihalo z dolZino 2h/3,

Poi¢i reducirano dolzino za kroglo, ki niha okrog
vodoravne osj skozi njen vrh.

Neduseno nihanje

Ko zunanja sila izmakne nihalo iz ravnovesne lege in
ga odkloni za amplitudo xo, opravi delo, ki ga prejme
nihalo v obliki potencialne energue W,(xo). Cim veé
energije prejme nihalo, s tem vedjo amplitudo niha,
tako da je amplituda- merila za energijo nihala. Med
nihanjem se potencialna energija spreminja v kine-
titno in abratno. Ko gre nihalo skozi ravnovesno lego,
ima vso energijo v obliki kineticne. Pri najvejem
odmiku (x = X, v amplitudi, kjer se nihalo ustavi in
spremeni smer gibanja) pa je energija nihala v obliki
potencialne. Ce zanemarimo izgubo energue nihanja
zaradi nekonservativnih sil (trenje, upor), je vseota kine-
tiéne in potencialne energije stalna (se ne spreminja s
¢asom) in enaka zacetni potencialni energiji; '

W, (%) + Wi = kenst, = Wp(Xo) = Wi(x=0) (5.14)

Nihanje nihala pomeni medsebojna spreminjanje in
prelivanje potencialne In kinetine energije (ob stalni
vsoti). Ko je potencialna energija najvedja, je kinetiéna
nié in ko je potencialna nié (v ravnovesni legi), je
kineti¢na najvegja. Nihalo se po vsakem nihaju odkloni
za enako amplitudo x, in dvigne skezi ravnovesno lego
z enako najved| hitrostjo vy = weXp, kjer je wp lastna
frekvenca nihala. To se stalno ponavlja. Takéno niha-
nje je neduseno. Amplituda nedusenega nihala je
stalna.

Na sliki (8,7) je skicirana edvisnost potencialne ener-
gije W, in kinetiéne W, od edmika x. Vodoravna &rt-
kana érta predstavlja celotno energijo nihala: W =
= W + W, ki je stalna,

Poseben primer nedusenega nihanja je harmoniéno
_nihanje, pri katerem se odmik spreminja s asom po
sinusni ali kesinusni funkciji (g, str, 16):

X = Xgsin(mwel)
-y = lastna frekvenca nedusenega nihala
v = dx/dt = X,woCo8(wel) = Voeos(wol)

Potencialna energija harmoniéno nihajogega nihala je .
kvadratna funkeija odmika (gl. 5.5):

W, = % (@ Wy dxIox? = (mad2)x® =

= (mwixf/2)sin*(wot)

B Visokodolska fizika 1. del
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Kineti¢na energija se spreminja s ¢asom po enadbi:
Wi = mv32 = (mx3wi/2)cos?(wyl)
Vsota obeh je zares neodvisna od éasa'

w, + Wk = (mx0w0/2) [smz(wot) + cos¥(wot)] =
= mx0w0/2 =mvy2 =W, p(Xo)

kar je znadilno za neduéeno nihanje.

Diferencialna enacba nedusenega nihanja podaja
zvezo med odmikom x in njegovimi ¢asovnimi odvodi,
kakrSna obstaja pri nedusenem nihaniju. Doblmo je
tako, da izraGunamo pospesek:

a = dv/dt = — xwisin(wet) = — wx

Ker je a = d(dx/dt)/dt =
po &asu), dobimo:

diferencialna enaéba (5.15)
2 2 2y,
liX/dt t WX = O—I nedu$enega nihanja

d?x/dt? (drugi odvod odmika

Resitev te enacbe je sinusna ali kosinusna funkcija
€asa z lastno frekvenco wy, to je: x = xgsin(wyl) ali x =
= XoC0S8(wpl), pri Eemer je amplituda x, poljubna.

Diferencialno enacbo nedusenega nihanja obidajno
izpeljemo s pomodjo Newtonovega zakona dinamike
F = ma. Za vzmetno nihalo postopamo takole:

Ko je telo z maso m, ki je privezano na prozno vzmet s
konstanto k, odmaknjeno od ravnovesne lege za x,
deluje naj konservativna sila raztegnjene prozne
vzmeti — kx, ki ga vie€e nazaj k ravnovesni legi. Pod
vplivom te sile dobi telo pospesek a:

ma = — kx = md?x/dt? ali
d2x/d2 + (Km)x = 0, w, = Vkim

Duseno nihanje

NeduSeno nihanje je idealen primer, saj v resnici nikoli
ne moremo odpraviti energijskih izgub zaradi nekon-
servativnih sil. Dejansko nihalo po vsakem nihaju
izgubi nekaj svoje energije, npr. zaradi trenja ali upora,
in amplituda nihanja se s éasom zmanjsuje. Pravimo,
da je nihanje duseno. Zaradi duenja se amplituda
nihanja slej ko prej zmanjsa na tako majhno vrednost,
da nihanje komajda $e zaznamo.

Recimo, da nihanje nihala dusi upor tekoéine, v kateri
nihalo niha. Pogosto je sila upora (F,) tekoéine premo
sorazmerna s hitrostjo gibanja telesa skoznjo, npr.:

F,=—yv° (gl. str. 173)

, (5.16)

S prédznakom minus izrazimo dejstvo, da sila upora

nasprotuje gibanju. Parameter y je odvisen od velikosti

in oblike telesa ter od vrste in stanja tekoéine (npr.

viskoznosti, temperature). V kratkem &asu dt, ko se telo

premakne za dx, opravi sila upora negativno delo dA =

= F-dx = —y v-dx, ki zmanjsa celotno energijo W

nihala (vsoto kineticne in potencialne energije, gl.
5.14):

dW =dA =-yv-dx

Delimo s &asovnim intervalom dt, da dobimo spre-
membo v ¢asovni enoti.

dWidt = dA/dt = —y v - dx/dt = —y v+ v = =2 =
= —(2y/m)W, (5.17)

»Hitrost« manj8anja celotne energije nihala je premo
sorazmerna s kineti¢no energijo. Torej nihalo najhi-

treje izgublja svojo energijo v ravnovesni Iegl in naj- -

manj v amplitudi.

Na duseno nihalo uéinkuje poleg konservativne sile, ki
omogoca nihanje (npr. —kx pri vzmetnem nihalu), Se
nekonservativna sila —yv, ki nihanje ovira in dusi. Pod
vplivom teh dveh sil telo niha s pospeskom a, tako da
je:

ma=—-kx—vyv ali’
d®x/df + (ym)dx/dt + (kkm)x = 0

Pisimo: k/m = « (lastna frekvenca nedusenega nihala)
in yym = 2 (faktor 2 zaradi kasnej$e enostavnosti).

diferencialna
|d2x/df* + 26 dx/dt + wix = 0] enacba (5.18)
dusenega nihanja

Parameter 8 se imenuje koeficient dusenja in je merilo
za stopnjo dusenja (ima dimenzijo /s).

Zanima nas resitev zgornje diferencialne enacbe, torej
kako se odmik x spreminja s &asom, e je nihanje

- dudeno. Enacba se razlikuje od enadbe nedusenega

nlhanja (5.18) po ¢lenu s prvim odvodom odmika po
Casu, ki je posledica dugenja. Ce je ta &len zanemar-
ljivo majhen (Sibko dusenje), se x spreminja s ¢asom
kot pri nedusenem nihanju, to je sinusno s stalno
amplitudo X, in z lastno frekvenco w, Dusenje pa
povzro¢a, da se amplituda nihanja s éasom zmanjsuje
(videli bomo, da eksponentno) in da se tudi frekvenca
nihanja zmanj$a (od w, na wy).

Diferencialna enacba (5.18) za funkcijo x(t) se poeno-
stavi, ¢e vpeljemo novo funkcijo y(f), ki je povezana z
x(f) po enacbi:

X(t) = exp(-Biy(t) (5.19)
Tako izrazehi x(t) dvakrat odvajamo po fin oba odvoda
vstavimo v enagbo (5.18). Clen s prvim odvodom funk-
cije izpade in dobimo enostavno diferencialno enadbo:

d?y/df? + (w3 - By = 0

kakr3na velja za neduseno nihanje s frekvenco:

wg=Vaoi-p (5.20)

Torej se y spreminja s éasom sinusno ali kosinusno s
frekvenco wj.

Konéna resitev diferencialne ena&be (5.18) za duseno
nihanje ima tako obliko:

| x(t) = xpexp(- Bsin(gt) | (5.21)

Graf te funkcije je na sliki (5.8); &rtkani krivulji predsta-
vljata + xgexp(- ft), to je asovno spreminjanje ampli-
tude nihanja.
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Amplituda duSenega nihala se zmanj$uje s éasom
eksponentno, in to tem hitreje, &im moé&nejse je duse-
nje, ¢im vedji je faktor dusenja (B). Pri Sibkem dusenju
je B majhen in je zato amplituda nihanja praktiéno
stalna.

Obratna vrednost koeficienta dusenja (1/8) je ¢éas, v
katerem se amplituda nihanja zmanj§a za faktor e =
= 2,718. Zmanj$evanje amplitude nihanja zaradi duse-
nja véasih izrazimo s t.i. logaritemskim dekrementom
(A), ki ga definiramo kot naravni logaritem koliénika
amplitud nihanja po preteku nihajnega &asa t, = 27/w,:

__exp=p)  _ e
expl it + )] " OXPBla) = Bty = 2l

A = 2nf(wf— p7) 7 (5.22)

Dusenje najbolj opazno vpliva na amplitudo nihanja, ki
se zmanj$uje eksponentno s ¢asom, tako da nihalo slej
ko prej preneha nihati. Nekoliko manj vpliva na frek-

venco — zmanij$a jo od wy na wy = Vwi — 2 , tem bolj,
¢im mocénejSe je. Moéno duSeno nihalo niha zelo
pocasi, z dolgim nihajnim éasom. Ce je dusenje dovolj
mogno, lahko nihanje celo povsem prepredi. Pri = w,
je wy = 0, kar pomeni, da za g > w, nihanje ni veé
mozno.

Ko nihalo odmaknemo za amplitudo X, in nato izpu--

stimo, se za€ne pribliZevati ravnovesni legi, pri éemer
se njegova potencialna energija spro$¢a. Ce ni duse-

" nja, se spreminja v kineti¢no energijo in nihalo pride
. do ravnovesne lege z dovolj veliko kinetiéno energijo,

da 8vigne skoznjo in se na drugi strani »dvigne« do
enake amplitude x,, s katere smo ga spustili. Pri moéno
dusenem nihalu pa se spro$¢ena potencialna energija
preteZno porablja za premagovanije dusilne sile in se le
malo nalaga v kinetiéno energijo: nihalo doseze ravno-
vesno lego s premajhno kineti¢no energijo. Pri 8 > wq
porabi dudenje prakti¢no vso spro$&eno energijo in
nihalo se pocasi priblizuje ravnovesni legi, v kateri
obstane; nihanja ni.

V sploSnem vsako nihalo niha bolj ali manj dudeno, le
da smemo obravnavati nihanje kot neduseno, ¢e je
dusenje dovolj Sibko, da se v &asu opazovanja ampli-
tuda praktiéno ne spremeni, (ée je ¢as opazovanja
majhen v primerjavi z 1/).

Vsiljeno nihanje

Lastno nihanje nihala je bolj ali manj dugeno in se slej
ko prej udusi. Ce Zelimo kljub dusenju vzdrzevati niha-
nje s stalno amplitudo (to je neduseno nihanje),
moramo izgubljeno energijo sproti nadomesdéati. Koli-
kor energije izgubi nihalo v nihajnem &asu zaradi duse-
nja, toliko mu je moramo dovesti. Energijo moramo
dovajati v pravih trenutkih, tako da nihanje pospesu-
iemo. Zaradi dusenja doseze nihalo ravnovesno lego s
premajhno kinetiéno energijo. Zato moramo nihalo
pospesiti, ko gre skozi ravnovesno lego, in mu dovesti
manjkajoc¢o kinetiéno energijo. Pravilen in pravoéasen
dotok energije regulira samo nihalo (t. i. samokrmi-
lieno nihalo). Nihalo ima zalogo energije v obliki gravi-
tacijske potencialne energije dvignjene utezi (npr. pri
starih stenskih urah) ali v obliki proZnostne energije

" navite polzaste vzmeti (pri Zepnih in ro&nih urah ter
buditkah). Pri elektri¢nih urah pa potrebno delo opra--

8*
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vlja vir elektriéne napetosti, ki peganja nihalko. Nihalo
samo v pravem trenutku »odpre« zalogo energije, da
se ta sprosti za toliko, kolikor je potrebno za nedugeno
nihanje z dano amplitudo,

Druga 'moznost, kako dobiti nihanje s stalno ampli-
tudo, je da nihalo stalno poganjamo z zunanjo (vsi-
lijeno) silo.

Recimo, da poganjamo nihalo, ki samo zase niha z

lastno frekvenco wy, z Zunanjo silo F(#), ki se spreminja
s ¢asom sinusno z amplitudo-F, in frekvenco w:

F(t) = Fgsin{ot) (5.23)

Pravimo, da nihalu vsiljujemo nihanje z vsilieno frek-
vence .

Na nihalo torej u¢inkujejo tri sile; konservativna sila, ki
vleée nihalo k ravnovesni legi (= kx pri vzmetnem
nihalu), nekonservativna sila, ki dusi nihanje (= yv), ter
zunanja, vsiljena sila F(t). Vse tri skupaj dologajo
pospesek nihajotega telesa:

ma=-Kkx-yv+ Kt
d®x/d? + (y/m)dx/dt + (kim)x = (Fym)sin(wt)
d2x/df? + 2Bdx/dt + wix = (F/m)sin(w?) (5.24)

Dobili smo nehomogeno diferencialne enatbo vsilje-
nega nihanja za odmik x({). Nehomogeni &len te
enaédbe (to je ¢&len, ki ne vsebuje iskane funkcije x ali
njenih odvodov) na desni strani enacbe vsebuje
gonllno silo F(1), Matematika nas uéi da je sploéna
kcija x(t) sestavljena iz splosne reénve ustrezne homou
gene enaéhe (Ge namesto nehemogenega ¢lena na
desni strani enagbe postavime ni¢) in iz t. . partiku-
larne resitve, ki je p@vezana neposredno z nehomoge-
nim Glenom:

X(0) = X(8) + %) (5.25)

Resitev homogenega dela enagbe, x(1), Ze pozname,
to je namreé resitev za duseno nihanje (5.21):

xp(f) = XpexXp(= Ah)sin(wyt)

Ta reditev predstavlja lastno nihanje nihala, ki je
duseno, Po éasu >> 1/8 ko lastno nihanje izzvenl,
ostane le partikularna reSitev xy(f), ki je nepasredno
posledica vsiliene sile F(t). To resitev poiséeme z na-
stavkom:

Xo(1) = Assin(wl) + A.cos(wl) (5.26)

v katerem izberemo neznani konstanti A, in A; tako, da

zadosta nehomogeni diferencialni enaébi (5.24) za
vsak Cas f. Nastavek (5.26) vzamemo kot resitev x(),
izragunamo prvi in drugi odvod po ¢asu ter vse skupaj
vstavimo v enaébo (5.24). Dobimo: .

(w§ — 0?) (Ajsinat + Ascosml) + 2ﬁw(A1coswt -
Assinwl) = (Fy/m)sinwt

Leva stran te enacbe je za vsak enaka desni strani le,
e se posebej ujemajo faktorji Clenov, ki vsebujejo
sinwt, in posebej élenov, ki vaebujejo coswt, to je e
velja:

((l)g - Cl)g)A1 - Z,Bﬂ)Ag = FQ/m
(0§ ~ w?)Ag + 2PwA; = 0

Qdtod izraGunamo:

AylAg = = (wf ~

/2ﬂa) ter
AR+ AR = (Fym)P[(wh =

2)2 + 4/32 2]

Nastavek (5.26) za vsiljeno nihanje obi¢ajno napi§emo
v oblikl: Asin(wt -~ 8), to jJe kot sinusno nihanje z
amplitudo A, ki pa v fazi zaostaja za nihanjem.vsiljene
sile F(1) = Fosin(wt) za két 8. Namesto konstant A in A,
torej raje uporabimo konstanti A in &, ki imata fizikalni
pomen. Zveza med njimi je:

Assin(wl) + Axcos{wt) = Asin(wt~ 8) =
= Asin(of) cosd — Acos(wf)siné ali
A1 = ACOSS

Ap = — Asind

Drugo enacho delimo s prvo in dobimao:
196 = — AA; = 2Bwl(wf ~ w?)
Prve in drugo enaébo kvadriramo ter nato sestejemo:
AL+ A3 = AP = (Fym)/(wf ~ 0?)? + 460
Zakljuéek: Ce poganjamo nihalo s periodiéno zunanjo
silo F(f) = Fesin(ef), ¢e mu vsiljujemo nihanje s frek-
venca w, je nihanje nihala takoj po vzbujanju &e sesta-
vljeno iz lastnega in vsiljenega nihanja. Ko lastno niha-

nje zaradi dudenja izzveni (x, — 0), ostane le nihanje s
frekvenca w veiljene sile (x = x,):

| x(t) = Asin(wt - 8) | (6.27)

ki ima amplitudo:
A = (Fym)[(wf = w®) + 420 (6.28)
in zaostaja za vsiljeno silo F(1) za két &

196 = 200/(0f - v?) (5.28a)
Nihale sicer niha s frekvenco vsiljene sile, vendar v
sploénem ne niha so&asno z njo (&4 0). Celew < w
(vsiliena frekvenca manj8a od lastne), je § > 0.in
nihala zaostaja za vsiijeno sile. Pri o > ay Je 6 > 80°
(nihalo prehiteva vsiljeno silo). Graf odvisnosti faznega
zaostanka & od vsiljene frekvence @ je na sliki (6.9).
Narisane so krivulje za razliéne stopnje dusenja (f).
Izstopa neduéeno nihalo (8 = 0): ¢e mu vsiljujemo
nihanje z @ < ay, je 6 = 0 (nihale niha sotesno — v fazl s

“gilo ). Pri @ > wq pa je 8 = m (nlhalo udarja v nasprotng

smer, kot suva slla; niha v protifazi s slle). Prie = wy je
8 = n/2, ne glede na stopnjo dusenja (za vse ). Teda]
se pdmik spreminja s ¢asom kosinusno: x = Acos(wi),
kar pomeni, da je vsiljena sila F = Fgsin(wt) enaka nié
tedaj, ko je odmik najveéi (ko se nihalo ustavi v ampli-
tudi in spremeni smer hitrosti), ter najvetja v ravno-
vesni legi (x = Q), ko je hitrost nihala najvegja. Vidimo,
da se pri @ = g hitrost nihala spreminja s &asom
enako kot vsiljena sila, tako da sila v veakem trenutku
pospesuje nihanje. Pravimo, da |e veiljena sila tedaj v
resonanci z nihalom.
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Amplituda A vsiljenega nihanja je seveda premo soraz- *

merna z amplitudo F, vsiljene sile, toda odvisna je tudi
od koeficienta dugenja (8) in predvsem od razmerja
vsiljene frekvence w glede na lastno frekvenco g
nihala. Slika (5.10) prikazuje odvisnost amplitude A od
vsiljene frekvence w za razliéne stopnje dusenja (), to
je prikazuje graf A(w) po enadbi (5.28).

Pri zelo potasnem vsiljevanju (w << wp) je A = Fo/(mw8)
= Fy/k (za vzmetno nihalo) neodvisno od stopnje duse-
nja. V tem obmoé&ju frekvenc nihalo zvesto sledi
(sodasno in s stalno amplitudo) vsiljeni sill. Ko se o
pribliza wo, se amplituda A vsiljenega nihanja poveéa,
in to tem mod&neje, &im Sibkejse je dusenje (manjsi B).
Ce nedusenemu nihalu (8 = 0) vsiljujemo nihanje z
njegovo lastno frekvenco (w = wp), se amplituda niha-
nja zelo (skoraj neskon&no) poveda, To razumemo: ker
ni energijskih izgub, se delo vsiljene sile (ki je v reso-
nanci najvedje) nalaga v nihalo, katerega energija (in
amplituda) se zato po vsakem nihaju povecuje. Duse-
nje zmanjéuje izrazitost resonance: &im vedji je B, tem
manj amplituda naraste, ko se w pribliza wo. Poleg tega
se maksimum amplitude pomika h krajsim frekvencam,
Ge B naradéa.

dA/dw = 0 pri @ = Wmex
(odvajamo le izraz pod korenom v enagbi 5.28)

2(508 0 max) (_ 2Wmay) + 4/3 20mex = 0

Whax = 0F - 23 (5.29)

Vidimo, da maksimuma amplitude A ni (wmex NE
obstaja, ni realen), &e je 282 > w§. Premo&no dudenje
onemogo¢di resonanco. ‘ :

Kako reagira nihalo, ¢ mu vsnju1emo zelo hitro niha-
nie? Za g > wy je A = Fo/(mw?) in tgd = - 2f/w.
Amplituda nihanja gre torej k ni¢, ¢e w narasca prek
vseh meja, fazna zakasnitev  pa se priblizuje . Nihalo
ne more slediti zelo hitremu vsiljenemu nihanju, zato
sploh ne niha. Kolikor Ze niha, pa niha v protifazi s silo:
nihalo udarja ravno v nasprotno smer Kot sila.

Poglejmo $e, kolik§na je mo& vsiljene sile med vsilje-
nim nihanjem.

P(t) = F(t)v = Fgsin(wt) + Awcos(wt — d)
= FoAw[sin(wt) cos(wt) cos(8) + sin®(wt) sin(8)]

Ker se mo& spreminja s &asom, poiéemo njeno pov-

preéno vrednost P v teku nihajnega &asa t) = 27/w

_ vsilienega nihanja (gl. 4.8):

&
P = (1/t) 6f Pt = (Fy2)wAsin(6)

Uporabimo e enadbi (5. 28 in 29) za A in tgé ter do-
bimo:

= (FRpIm)w?[(wf- 0?)f + 4B%0% (5.30)

Z ena&bo dP/dw = 0 se prepritamo, da je povpret&na

* moé najveéja pri w = wyp, to je v resonanc: (ne glede na

stopnjo dudenja):
Prmax = P(w = wo) = F§/(4mp) (5.30a)

Ce ni dusenja (8 = 0), je povpreéna moé gbnilne silev
resonanci (o =) zaras neskonéno velika.

Slika 5.10
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.Vsaka konstrukcija ali zgradba, npr. strop, stena, drog,
steber itd., je nihajoéi sistem z dano lastno frekvenco.
V sploSnem je lastna frekvenca sistema tem manjsa,
¢im masivnejsi in vedji je sistem (odvisna je tudi od
njegovih elastiénih lastnosti). Pogosto se zgodi, da je
tak sistem podvrZen zunanjemu nihanju, da nanj ucin-
kuje periodiéna zunanja sila. Paziti moramo, da je
vsiljena frekvenca ali velika ali majhna v primerjavi z
lastno frekvenco sistema, da se izognemo resonanci. V
resonanci namrec¢ lahko Ze razmeroma Sibko vsiljeno
nihanje povzroéi zaznatno nihanje sistema (posebno
Ce je dusenje Sibko), ki lahko sistem poskoduje ali celo
uniéi. Ritmi¢ni vetrovni sunki lahko gbudijo resonan¢-
no nihanje visokih in vitkih stolpov, stebrov ali visegih
mostov.

Sklopljeno nihanje — utripanje

Zgodi se, da so nihala medsebojno povezana, npr. z
elasti¢nimi vezmi, prek katerih uéinkujejo drugo na
drugo. Pravimo, da so nihala skiopljena.

Na sliki (5.11) sta narisani enaki tezni nihali | in II, ki sta
pritrjeni na skupni strop. Ceprav sta nihali Ze sklopljeni
prek stropa, njuno sklopitev dodatno oja¢imo s prozno
vzmetjo, ki jo pritrdimo na nihali (npr. na oddaljenosti b
od vrti§¢). Med nihanjem nihal se vzmet razteza in kréi
ter tako vpliva na njuno nihanje. Cim bolj je pritrdiée
vzmeti na nihali oddaljeno od vrti$¢é (¢im vedji je b), tem
moéneje vzmet udinkuje na nihali, tem moéneje sta
nihali sklopljeni.

Recimo, da izmaknemo nihalo |l iz ravnovesne lege (za
amplitudo g¢y), nihalo | pa obdrzimo na mestu (sklopi-
tvena vzmet se pri tem raztegne). Ko nihali spustimo,
zagneta nihati. Takoj v zagetku ima energijo le izma-
knjeno nihalo Il, ki za&ne nihati z najve¢jo amplitudo
@o- Toda s svojim nihanjem nateguje vzmet in prek nje
sili prvotno mirujo¢e nihalo | v nihanje. Posledica tega
je, da se energija izmaknjenega nihala prek vzmeti
prenasa na nihalo |, katerega amplituda nihanja zato
narasca, medtem ko se amplituda nihala Il zmanjsuje.
Cez nekaj ¢asa se nihalo It ustavi in tedaj nihalo | niha z
najvecjo amplitudo (s ¢, ¢e zanemarimo energijske
izgube). Tedaj je celotna energija nihanja nalozena v
nihalu 1. Nato se pojav ponovi v nasprotni smeri itd.
Sklopitvena vzmet torej povzroca, da se energija niha-
nja preliva iz enega nihala v drugo in obratno. Videli
bomo, da je frekvenca taksnega. prelivanja tem vedja,
¢im mocneje sta nihali sklopljeni. Seveda se med preli-
vanjem nekaj energije tudi izgublja (zaradi nekonserva-
tivnih sil — trenja in upora zraka), zato nihali nihata
duseno in se slej ko prej ustavita.

Poglejmo, kako nihata sklopljeni nihali | in Il. V nekem
trenutku je npr. nihalo Il odmaknjeno v desno za két g,
nihalo | pa za két ¢; v enako smer. Vzmet je tedaj
raztegnjena za x = b{(g, — ¢4). Na nihalo I deluje navor
njegove teze (— mgdg,, pri majhnih kotih) ter naver —
Fb = — kb® (@, — @) sile proznosti raztegnjene vzmeti.
PospeSek a, tega nihala zato zado$¢a enacbi (3.27):

Jap = — mgd, - b’k(@, — ¢;) = Jd?@,/dt?
Podobna enaéba za nihalo | ima obliko:

Jay = bPk(@, — 1) — mgde; = JdPp,/dt?

ali;

dz%/dtz =- (ug;m + D(p2— @)
d@a/dt* = ~ wi@s — D(go — ¢4)

(5.31a)
(5.31b)

kier je wp = Vmgd/J lastna frekvenca posameznega
teZznega nihala (gl. 5.10), D pa parameter sklopitve:

D = bklJ (5.32)

Dobljeni enacbi (5.31a, b) sestejemo in dobimo za
vsoto kotov ¢4 + @, diferencialno enacbo:

(@2 + @)/t = - i@ + ¢1)

ki je podobna diferenciaini ena¢bi nedusenega nihanja
z lastno frekvenco wy (gl. 5.15). Torej vsota kotov ¢, +
+ @4 niha sinusno ali kosinusno (odvisno do zacetnega
pogoja) s frekvenco wg, npr.:

@2 + @1 = @ocos(wot) (5.33a)

Razlika enacb (5.31b in a) ravno tako da diferencialno
enadbo nedusenega nihanja, le da za razliko kotov ¢, —

—~ @4 in z lastno frekvenco w = \/w%-i-—2D :
&2~ @)/t = = (0f + 2D) (92— @1) = — (@2~ 1)
in -
2= gr = gocos(o) (5.33b)
V obeh primerih smo vzeli enako amplitudo ¢, da

dobimo pravilen zacetni pogoj (za t = 0). Dobljeni
enacbi sedtejemo in odstejemo in dobimo rezultat:

@2 = (po/2)cos(wot) + (py/2)cos(wt)
@1 = (@o/2)cos(wot) — (@o/2)cos(wt)

ali
- +
P2 = @oCOS ( : t) cos ( 2T % t) (5.34a)
@1 = @osin (“’ _2“’° t) sin ( @ +2 o t) (5.34b)

V zadetku (¢t = 0) je zares: ¢, = ¢ in ¢y = 0, kakor smo
bili sprozili nihali.

Obiéajno je sklopitev nihal Sibka, tako da je D << w3 in
frekvenca w le malo vedja od lastne frekvence wq pro-
stih nihal. Dobljeni rezultat (5.34) za ¢, in @, lahko
potem interpretiramo kot harmoni¢no nihanje s frek-
venco (o + p)/2, katerega amplituda se spreminja
izmeniéno s frekvenco (w — wg)/2:

Pa(t) = (on(t)COS(-_w -; %o t)

@i(t) = <p1o(t)sin(%‘”—°t)  (5.35)

kjer je:

o ~ o,
Paoll) = %COS( > 2 t)

Prolt) = qoosin( - _2w° t) (5.35a)

!
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Sklopljeni nihali sta v fazi premaknjeni za 90°, eno niha
sinusno, drugo kosinusno. Podobno se s ¢asom spre-
minjata amplitudi obeh nihal: ko ima eno nihalo naj-
ve€jo amplitudo (= ¢y), je amplituda drugega nié, in
obratno (slika 5.12).

Zanimivo je, da sklopljeni nihali nihata z nekoliko veéjo
frekvenco (w + wp)/2, kot nihata prosti nihali (wy).
Sklopitev torej pospesi nihanje, nihajni ¢as se zaradi
sklopitve zmanjsa.

Nihanje, katerega amplituda se izmeni¢no spreminja
od najvedje vrednosti do ni¢, se imenuje utripanje
(bibanje, zujanje). Frekvenca utripanja w, = (@ — w)/2
pove, kako hitro se amplituda nihanja spreminja s
¢asom; navadno je precej manj$a od .frekvence
samega nihanja.

Obravnavajo¢ vzmetno nihalo, vzamemo, da je telo m
pripeto s prozno vzmetjo na zid ali strop (gl. str. 44).
Toda zid se lahko premika (res je pritrjen na Zemljo, ki
pa je vendarle prosta). V splosnem je torej nihajoée
telo pritrieno na drugo telo, ki tudi samo lahko niha.

Recimo, da sta telesi m, in m, speti s prozno vzmetjo
(konstanta k) in polozeni na gladko, vodoravno pod-
lago, po kateri se lahko premikata brez trenja. Telesi
mirujeta v ravnovesnih legah, vzmet ni ne skréena ne
stisnjena (slika 5.13a). Nihanje zaénemo npr. tako, da

. telo m, pomaknemo v desno za amplitudo x,, telo-m,

pa obdrzimo v prvotni legi. Ko telesi spustimo, za¢neta
nihati v vodoravni smeri. V trenutku t je npr. telo m,
pomaknjeno v desno za x,, telo my pa za x; (slika
5.13b).- Vzmet je tedaj raztegnjena za x, — x; in viece
telo m, vlevo s prozno silo k(x, — x,), telo m; pa z enako
veliko silo v desno. Newtonov zakon dinamike za ti
telesi da enachbi:

Mmaay = — k(X — X1)
mia; = kixz — xy)

ali
d2X2/dt2 + (Dg(XZ - X1) =0 Wy = Vk/mg (5363)
dx/d — 03— x1) = 0 @y = Vidm, (5.36b)

Drugo enac¢bo (5.36b) odstejemo od prve in dobimo
dlferenCIaIno enacbo nedusenega nihanja za razliko x,

d? (x2 —X1)/dt2 + ((0$ + (Ug) (Xo—Xx3) =0

Relativni premik enega telesa glede na drugo telo
oznacimo z:

U= Xo~
Ta zados§éa diferencialni enadbi:
d2u/dP + w?u=0 (5.37)

Vidimo, da telesi nihata drugo glede na drugo harmo-
niéno z lastno frekvenco:

o =Vod + 03 = Vk(m, ¥ m)imm, = Vidu (5.37)

kjer je ut.i. reducirana masa nihajoéih teles; dana je z

“enacbo:

w=mmy(m; + my) ali 1u=1m +1m, (5.38)

a) my my
| |
b) : ‘ k(x;-x,) I k(x,-x4)
I
Slika 5.13
Y‘ [
/6 {
| |
. | 7
r | r i
wt | |
! |
X1 X2 X
X
Slika 5.14

Slika 5.15

Slika 5.16
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Reducirana masa je manj$a od mase posamiénih niha-
jotih teles (od tod ime reducirana), zato je lastna
frakvenca sklopljenih teles veéja od ustreznih frek-
venc prostih teles. S pomod&jo reducirane mase lahko
nihanje dveh sklopljenih teles obravnavamo kot niha-
nje enega samega telesa (glede na drugo). Ce je npr.
telo my zid, je my = my in u = my; dobimo navadno
nihanje telesa m; glede na nepomiéno okolico.

Da pomika x; in X, sklopljenih nihajoé&ih teles ustrezata
naSemu zadetnemu pogoju x3 = 0 x; = X, (za t = 0),
izberemo reitev diferencialne enaébe (5.37) v obliki:
U = Xp~ Xy = Xg008(wt) (5.39)
To resitev vstavimo v (5.36b):
d2xy/dt? = wixycos(wt)

in dvakrat integriramo, uposétevaje zaéetni pogoj x; =0
in dx,/dt = 0 za t = 0. Dobimo rezultat:

X1 = 0ixy/w? ~ (w,/0)%X, cos(wt) =
(u/my)xo = (/m1) X cos(wt) (5.40a)

Xy izpeljemo neposredno iz enatbe (5.39):

Xp = 0¥xJ0? + (/)2 COS(ert) =
(Wmy)xo + (u/my)x, cos(wt) ‘ . (5.40b)

Telesi nihata okrog novih ravnoyvesnih leg, ki sta pre-
maknjeni za xou/my v smeri zaetnega premika; nihata
sicer sofasno, vendar udarjata v nasprotno smer (ko
eno telo zaniha v levo, zaniha drugo v desno, in

- obratno). TeZje telo niha z manj8§o amplitudo kot laZje;

vsota obeh amplitud je enaka zaéetni amplitudi xo.

Premisli, kako je z energijo nihajogih teles.

Podobno kot telesi my in my z vzmetjo (slika 5.13) npr.
nihata atoma v dvoatomni molekuli.

Sklopimo lahko tudi raziiéne vrste nihal, npr. vzmetno
in polzasto (suéno). Ko se vzdolZna vijaéna vzmet raz-
tegne, se pri tem tudi nekoiiko zasuce okrog vzdolzne
osi. VzdolZzno nihanje vzmeti je tako sklopljeno s sué-
nim nihanjem, ki vpliva nazaj na vzdolzno nihanje itd.
Sklopitev nihanj se izrazi, ¢e sta lastni frekvenci
posami¢nih nihanj enaki. Frekvenco suénega nihanja
reguliramo tako, da ima telo na koncu vzmeti pregko,
po kateri drsita utezi. Premikajo¢ uteZi (in spreminjajo¢
vztrajnostni moment, gl. 5.8), izena¢imo lastni frek-
venci vzdolznega (linearnega) nihanja vzmeti in sué-
nega nihanja in tako doseZzemo najbolj uginkovito sklo-
pitev.

Zepna ura lahko niha kot tezno nihalo, &e jo obesimo
na verizico. Njeno nihanje je sklopljeno s suénim niha-
njem polzaste vzmeti v njej. Ta sklopitev je pomembna,
&e sta lastni frekvenci obeh nihanj izena&eni. Tedaj
teZno nihanje ure ucinkuje na njen tek. (Kako? Ali ura
zaradi tega prehiteva ali zaostaja?) ’

Sestavljanje nihanj
Pogosto se zgodi, da na nihalo hkrati uéinkujejo

razliéna nihanja, ki imajo razlié¢ne frekvence, amplitude
in faze ter so v razliénih smereh. Zanima nas, kaksno je

rezultirajoGe nihanje, kako se .posamezna nihanja
sestavljajo v skupno nihanje.

Najprej vzmemimo, da imajo posamezna nihanja enako
frekvenco in da udinkujejo v enaki smeri.

Sestavljanje enakosmernih nihanj

Recimo, da sestavljamo enakosmerni nihanji x; = rsin
{wt) in X, = rgin (wt + 8), ki imata enako frekvenco w,
razlikujeta pa se v amplitudi in fazi; drugo nihanje
prehiteva prvo za fazno razliko 6. Odmik x ki je posle-
dica rezultirajoSega nihanja, je algebraicna vsota
odmikov x; in x, posameznih nihanj:

X = X4 + X = nysin(wt) + rsin{wt +9) " (5.41)

To zapiSemo kot sihusno nihanje s frekvenco o in
amplitudo r, ki prehiteva prvo nihanje za fazno razliko

Q.
x = rsin(wt +¢)  (5.41a)
Primerjajoé oba izraza za x (izenadimo &lene s faktor-

jem sinwt in posebej &lene s faktorjem coswt), dobimo
amplitudo r in fazno razliko rezultirajocega nihanja:

tgp = rsind/(ry + r,cosd) ter (5.41b)

r? = r? + r3 + 2r,r,c086

Zad=0je@=0inr=r + r, (¢e sta enakosmerni
nihanji sodasni, brez fazne razlike, se njuni amplitudi
enostavno sestejeta). Pri fazni razliki 6 = x (nihali
udarjata v nasprotnih smereh, nihata v protifazi) je ¢ =
=ginr=rn-r. »

Tovrstno sestavljanje nihanj predstavimo grafiéno 2z
vektorskim se$tevanjem amplitudnih vektorjev ry in ry
(slika 5.14). Iz srednje $ole se spomnimo (gl. tudi str.
22), da lahko nihanje predstavimo kot projekcijo (npt.
na os x) amplitudnega vektorja r, ki krozi v ravnini x-y s
stalno kotno hitrostjo «. Smer prvega vektorja ry
oklepa v trenutku t z osjo y két wt, smer drugega r, pa
kot (wt + 8). Vektorska vsota ry + r, da amplitudni
vektor r nastalega nihanja; ta oklepa z osjo y kot (wt +
@) (gl. sliko 5.14).

Na sliki (5.15) so skicirani tasovni grafi posameznih
odmikov x; in X, ter sestavljenega nihanja x za tri fazne
razlike § = 0, /2 in 7. Za vsak trenutek t seStejemo
(oziroma odstejemo, odvisno od predznaka) odmika x;
in Xy, ki ju zahtevata posamezni nihanji, v rezultirajodi
odmik x.

S sestavljanjem enakosmernih nihanj z enakimi frek-
vencami vedno dobimo (ne glede na fazno razliko med
njimi) sinusno nihanje z enako frekvenco. Povsem dru-
gacno nihanje pa nastane, e sestavljamo nihanja z
razliénimi frekvencami.

Najprej proud¢imo primer, da se frekvenci w; in w,
posameznih nihanj le malo razlikujeta (wy = wy), njuni
amplitudi in fazi pa sta enaki. Rezultat je nihanje:

x = nsin(wf) + nsin(wet) =

= 2r1cos( B ; wa't) sin( O ; Y2 t) (5.42)

ki ga lahko predstavimo (ker sta frekvenci wy in w»
skoraj enaki) kot sinusno nihanje s frekvenco w = (wy
+ wy)/2:
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X = xy(t) sin(wt) (5.42a)

Amplituda nastalega nihanja x(f) ni stalna, marveé se
spreminja s casom kosinusno s frekvenco wy = (wy =
(02)/2

xo(f) = 2r,608(wy, 1) (5.42b)

Podobno nihanje smo spoznali pri sklopitvi enakih
nihal (str. 118); imenujemo ga utripanje. Znad&ilno zanj
je, da amplituda izmeniéno naras¢ain pada (slika 5.16).
To se dogaja tem potasneje (frekvenca utripanja w, je
tem manj$a), &im blize sta si frekvenci Wy in wy, Kiju
sestavijamo.

Utripanje izkori$¢amo, ko ugla$ujemo glasbeni instru-
ment, npr. kitaro. IstoSasno zabrenkamo struno ter
sprozimo kontrolni ton (npr. glasbene vilice ali tonski
generator). Ko je frekvenca tona, ki ga oddaja struna,
blizu frekvenci kontroinega tona, slidimo poéasno utri-
panje (zujanje).

Kadar se frekvence enakosmernih nihanj, ki jih sesta-
vljamo, opazno razlikujejo, v sploShem ne dobimo ved
nihanja (periodiénega, ponavljajo¢ega se gibanja). Edi-
nole, e so frekvence posameznih sestavnih nihanj
celosteviléni mnogokratniki najmanjée frekvence,
nastane sicer nihanje, ki pa ni sinusno (harmoniéno).

Na sliki (5.17) sestavljamo nihanji x; = A;sin{(w,1) in X;
= Agsin(w,t), pri temer je w, = 2w,. Rezultat je peri-
odiéno gibanje x, ki se ponavija s frekvenco w; oziroma
z nihajnim ¢asom {, = 2a/wy, vendar po obliki ni
sinusno (&eprav smo ga bili sestavili iz sinusnih
nihanj). Ce $e dodajamo sinusna nihanja s frekven-
cami, ki so mnogokratniki najmanj$e frekvence w4, npr.
s frekvenco w; = 3wy, wy = 4w, itd., se spreminja le
oblika sestavljenega nihanja, njegova perioda
(nihajni éas) pa je enaka. Poleg sinusnih (ali namesto
njih) lahko uporabimo tudi kosinusna. Pogoj je le, da
so posamezne frekvence celo$teviléni mnogokratniki
najmanjse frekvence w;.

Pokaze se, da lahko s sestavijanjem sinusnih in/ali
kosinusnih nihanj, katerih frekvence so celosteviléni
mnogokratniki najmanj$e frekvence «,, sestavimo
poljubno oblikovano periodiéno gibanje (nihanje), ki

‘se ponavlja s periodo t, = 27/0,.

Najmanj$a frekvenca w,, ki podaja nihajni ¢as nihanja
(t)), se imenuje osnovna frekvenca nlhanja. Njeni
celosteviléni mnogokratniki:

Wp=nwy, n=2234,... (5.43)

so vigje harmoniéne frekvence. Cim ved visjeharmo-
niénih frekvenc je prisotnih, tem bolj se nihanje razli-
kuje od harmoniénega (sinusnega ali kosinusnega).

Velja tudi obratno:

Poljubno periodiéno funkcijo x(1), ki se npr. ponavija s .

‘periodo t,, lahko predstavimo kot vsoto harmoniénih
(sinusnih In/ali kosinusnih) nihanj z osnovno frek-
venco wy = 2m/ty in z vije harmoniénimi frekvencami
w, = nwy (n = 2, 3, 4, ...). Cim bolj se funkcija x(f)
razlikuje od harmonig&ne (sinusne ali kosinusne), tem
ve¢ visje harmoniénih dodatkov je potrebnih za njen
popis. Pravimo, da je splo&no nihanje x(f) sestavljeno iz
oshovnega nihanja in iz visje harmoniénih nihanj.

kvadrat amplitude
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Razli¢na nihanja z enako periodo I, se razlikujejo v
tem, katera in kako mo€na vi§jeharmoniéna nihanja jih
sestavljajo. V€asih nastopajo le sinusna nihanja ali le
kosinusna, lahko so prisotne vse viSje harmoniéne
frekvence ali npr. le sodi (oziroma lihi) mnogokratniki
-osnovne frekvence itd. Ko raziskujemo neko nihanje,
raziskujemo njegovo frekvenéno sestavo, t. i. spekter
" nihanja. Zanimajo nas frekvence in amplitude posa-
meznih visjeharmoni¢nih nihanj, ki sestavljajo obrav-
navano nihanje. Navadno podamo kvadrate amplitud
posameznih harmoni¢nih nihanj (osnovno in visje har-
moniéna), ki to nihanje sestavljajo (kvadrate zato, ker
je energija nihanja sorazmerna s kvadratom ampli-
tude).

Recimo, da je nihanje s periodo t, sestavljeno iz osnov-
nega nihanja z amplitudo A ter iz vi§jehramonié¢nih
nihanj z amplitudami A,, Az in A,. Spekter tega nihanja
je skiciran na sliki (5.18). Na absciso nanasamo frek-
venco, na ordinato pa kvadrat amplitude posameznih
harmoniénih nihanj. Spekter nasega nihanja sesta-
vljajo Stiri spektraine érte, ki so na frekvencni osi
enako razmaknjene med seboj. Vi§ina posamezne é&rte
je merilo za uteZ, s katero je posamezno harmoni¢no
nihanje zastopano v celotnem nihanju.

Razstavljanje periodi¢ne funkcije (nihanja) na harmo-
niéna nihanja se imenuje harmoniéna ali Fourierova
analiza nihanja. Vrsta harmoniénih nihanj, ki predsta-
vlja neharmoniéno nihanje, je Fourierova vrsta. V
sploSnem jo sestavljajo tako sinusni kot kosinusni
¢leni.

Fourierova vrsta za periodi¢no funkcijo x(t) s periodo t,
ima v sploSnem obliko:

x() = Asin(wq) + Asin(2wqt) + Agsin(Bwit) + ...
+ Bycos(wt) + Bycos(2w,f) + Bzcos(3wql) + ...

x(t) = ) Assin(nwqt) + ) B,cos(nmt) (5.44)
n=1 n=1
kjer je w, = 2n/ty,. Neznani parametri A, in B, (n =1, 2,
3, ...) so odvisni od oblike funkcije x(t). Ce je npr. x(t)
¢isto harmoniéno nihanje s frekvenco , in amplitudo
Xo,jeA1 =Xp, Ay =A3=...=0in B, = 0zavse n.
"Pri znani funkciji x(t) dolo¢imo parameter A,, (m =1, 2,
.1.) oz. B, tako, da levo in desno stran enacbe (5.44)
pomnozimo z ustreznim sinusnim (0z. kosinusnim) fak-
torjem sin(mw,t) in integriramo od 0 do #,. Dobimo:

fo . o to

[x(hsin(maxtidt = YA, [ sin(nast)sin(ma.dt +
0 © {0 . n=1 0

+ ¥ B, [ cos(nw; tysin(ma; tdt
0

n=1

V tabelah integralov najdemo, da velja:

27 . _ =0zan#m
fsm(mp)sm(mqa)dq:
0

=mzan=m
ter
2 .
fcos(nq;)sin(m(p)dqa =0zavseninm
0

V zgornjih vsotah so torej ¢leni z n # m nié¢ in ostane le
¢len z n = m. Dobimo:

Iy
An = (2/ty) [x(t)sin@umt/ty)dt (5.45a)
0

Podobno izraunamo (da enatbo 5.44 mnozimo s
cos(maw;t)):

to . 7
B = (2/t5) [ x(t)cos(2xmt/t,)dt (5.45b)
0 .

Primer:

Pois¢i Fourierovo vrsto za stopni¢asto nihanje s slike
(5.19).

+Azal0<t< ty2
x(t) =

—Azatf2<t<t

Ker ima funkcija x(t) v intervalu (0,t/2) druga¢no obliko
kot v intervalu (4/2, t;), razbijemo integral (5.45) na dva
dela:

/2 to
A, = (2A/L) [ [sin@amtit)dt - | sin(2nmt/to)dt] =
0 to/2

/2
= (4Aty) [sin(@amtit)dt = RAIzm)[1 — (-1)™ .
1]

Torej je A, za sode m enak ni¢, za lihe pa 4A/rxm. S
podobnim ragunom ugotovimo, da je B,, = 0 za vse m.
Fourierova vrsta za stopnicasto nihanje ima potemta-
kem obliko:

x(t) = (8AIn) [sin(at) + (1/3)sin(3axt)
+ (1/5)sin(5ait) + .. .]
wy = 2.71'/t0

Na sliki (5.20) so za prvo polovico periode t, oznaéeni
prispevki osnovnega nihanja s frekvenco w; in ampli-
tudo 4A/x (krivulja 1), prvega vi§jeharmoni¢nega niha-
nja s frekvenco 3w, in amplitudo 4A/3x (krivulja 3) in
njuna vsota (krivulja 1+3) v primerjavi s konénim stop-
ni¢astim nihanjem (zvleCena krivulja), ki nastane, Ce
upostevamo $e vse dodatne visjeharmoniéne pri-
spevke.

Naloga:
Pois¢i Fourierovo vrsto za Zagasto nihanje s slike
(5.21).

_ Rezultat: x(t) = (8A/)[sin(wqt) — (1/3%)sin(Bwnt) +
+ (1/59)sin(5ent) — .. ]

Sestavljanje pravokotnih nihanj

Zanima nas, kakSno gibanje nastane, ¢e sestavimo
harmoniéni nibanji v pravokotnih smereh. Recimo, da
opazujemo gibanje svetle sledi elektronskega Zarka na
zaslonu katodne cevi — osciloskopa (slika 5.22). Na poti
do zaslona potuje elektronski zarek skozi prostor med
navpiénima odklonskima plos¢ama (ki ga odklanjata v
vodoravni smeri) in med vodoravnima plos¢ama (ki ga
odklanjata v navpi¢ni smeri). Na plosce priklju¢imo
izmenicni napetosti z razlicnima amplitudama in frek-
vencama. Zaradi napetosti na navpi¢nih plo§¢ah niha
lisa na ekranu v vodoravni smeri (x) izmeni¢no s frek-
venco wy, zaradi napetosti na vodoravnih plo§¢ah pa v
navpiéni smeri (y) s frekvenco ay,. Kako lisa potuje po
ekranu, &e sta priklju¢eni obe napetosti hkrati?
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SESTAVIJANJE NTHANJ

Drug primer: Tezni nihali nihata v navpic¢nih ravninah,
ki sta pravokotni druga na drugo. Vsako nihalo je
opremljeno z refleksnim zrcalcem. Svetlobni Zarek
vpada na prvo zrcalce, se od njega odbija do drugega
in od tega na oddaljen navpiéni zaslon. Ce niha le prvo
nihalo, niha sled Zarka na zaslonu v vodoravni smeri s
frekvenco tega nihala. Zaradi nihanja drugega nihala
pa niha Zarek po zaslonu v navpi¢ni smeri. Ko nihata
obe nihali hkrati, pleSe Zarek po zaslonu sem ter tja po
krivulji, ki se v splo§nem spreminja s ¢asom. Frekvenci
posameznih nihal npr. spreminjamo tako, da premi-
kamo utezZi, ki sestavijata nihali.

Nasa naloga je, da ugotovimo, kaksno gibanje v ravnini
X-y dobimo, ¢e sestavimo harmoniéno nihanje v smeri
osi x z amplitudo X, in frekvenco w, ter harmoni&no
nihanje v smeri osi y z amplitudo y, in frekvenco w,. V
sploSnem se ti nihanji razlikujeta v fazi, npr.:

X = XpSin(wyt)
¥ = yosin(w,t—6) ‘ (5.46)

Podoben primer smo obravnavali v poglavju ploskovno
gibanje (str. 21), kjer smo sestavljali harmoni&ni nihaniji
Z enako frekvenco (w, = w, = w) in amplitudo (xy = y, =
r); eno nihanje je bilo sinusno, drugo kosinusno (6 = &/
2). Videli smo, da je rezultat takinega sestavljanja
kroZenje s polmerom r. Ta primer re§imo $e enkrat,
vendar v bolj splo$ni obliki: frekvenci sta enaki, wy, = w,
= o, amplitudi in fazi pa razli¢ni.

Da dobimo povezavo med koordinatama x in y, torej da
dobimo enacbo tirnice y(x) za nastalo gibanje, izlo-

-Gimo Gast t. 1z prve enacébe (5.46) i |zracunamo sin(wt) =

= X/Xp in vstavimo v drugo:

Yy = yesin(wt)cos(d) — ypcos(wt)sin(d) =
= (Yo/Xo)xcos(8) — yosin(8)V1 — x%x3  ali
(V/¥0)? + (X/Xo)> = 2(xIxo)(¥lyo)cos(8) = sin®(8)  (5.47)
kar je enatba splosne elipse (slika 5.23). Pod vplivom
dveh pravokotnih harmoni&nih nihanj z enakima frek-

vencama se telo v sploSnem giblje po elipsni tirnici;
gibanje je periodiéno z obhodnim casom t, = 2m/w.

V posebnih primerih dobimo (gl. sliko 5.24):

6=0 nihanje po premici y = (Vo/xo)x (slika 5.24a)

0 = /2 kroZenje po elipsi (V/yo)? + (X/x)? = 1, katere
glavni osi sovpadata s koordinatnima ose-
ma (slika 5.24b)

é=m nihanje po premiciy = — (yo/xo)x (slika 5.24c)

Cesestavijamo harmoniéna nihanja z razlicnima frek-
vencama (gl. 5.46), v splosnem ne dobimo veé peri-
odiénega gibanja. Gibanje je sicer omejeno na notra-
njost pravokotnika s stranicama 2x, in 2y,, vendar se
tirnica gibanja spreminja s éasom (ni stacionarna). To
pomeni, da v sploSnem ne moremo eliminirati ¢asa in
dobiti eksplicitno enacbo tirnice y(x). PokaZe se, da
dobimo periodi¢éno gibanje edinole, e sta frekvenci
pravokotnih nihanj v razmerju celih §tew| Wy, =

1:2, 2:3, 7:5 itd. ali v splosnem:

Wy = Nw, , = Mo _ (5.47)

kjer sta n in m celi Stevili, ki nimata skupnega faktorja.

Slika 5.21
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Slika 5.22

Slika 5.23
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Sestavljanje taksnih nihanj da periodiéno gibanje, ki se
ponavija z obhodnim &asom Iy = 21/w (w je najved|i
skupni faktor frekvenc w, in w,).

Primera:

1. Poi§&i enadbo krivulje, po kateri se periodiéno
giblje telo pod vplivom dveh pravokotnih nihanj: x =
= Xpsin(wt) in y = yesin(2ot). Kolik&en je obhodni &as?

¥ = 2yssin(wt)cos(owt) = 2yp(x/xo) V1 ~ x¥x3 ali

¥2 = 481 - x¥ixd)

tho = 27/
Graf te krivulje je na sliki (5.25a). Koordinata y doseze
ekstremno vrednost 1y, za x = :I:xo/\/é_ .

Naloga: Resi ta primer, e je § = /4. Graf reSitve je na
sliki (5.25b).

2. Sestavimo nihanji x = x,cos8(2wt) in y = yesin(3wt).

. Kakéno gibanje dobimo? Kolik$en je obhodni das?

xX/xy = cos(2wt) = cos?(wt) - sin*(wt)
cos(wt) = V(1 + x/xp)/2 , sin(wt) = V(1 = x/xp)/2

Yiye = sin(2wt + wt) = sin(2wt)cos(wt) +
cos(2mt)sin{wt) =

V1= x%x3 V(1 + xixo)2 + (xixg) V(1 = XIxo)/2

Po kvadriranju dobimo:

V3Iy8 = 0,5(1 = x/xo)(1 + 2x/xp)?

Graf te funkcije je na sliki (5.26b). Obhodni &as je t, =
= 27/w -

Naloga: Pois¢i enaébo krivulje za primer, da sta zgor-
nji nihanji soasni, to je za x = xesin(2wt) in y =
= yosin(3wt) (slika 5.26a).
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