3.
TELO

Doslej smo obravnavali premikanje telesa v prostoru. O
samem telesu — kako veliko je in iz ¢esa je sestavijeno —
pa se nismo sprasevali. Imeli smo v mislih ali izredno
majhno telo (toékasto telo) ali pa translatorno gibanje,
pri katerem se vsak del telesa enako giblje, tako da
razseznosti telesa pri opisu gibanja ni treba poznati.

Vsako telo je slej ko prej sestavljeno iz velikega Stevila
tockastih teles (npr. molekul ali veé&jih molekulskih
skupkov), ki so bolj ali manj mo€no povezana med
seboj. V sploSnem se posamezna tocCkasta telesa
gibljejo razlicno in je zato gibanje telesa kot celoté
dokaj zapleteno, saj se med gibanjem lahko spremi-
njata tudi oblika in velikost telesa. Kaj lahko o tak§nem
gibanju povemo, si bomo najprej ogledali pri sistemu
tockastih teles. .

Sistem to¢kastih teles — zunanje in
notranje sile

Na svetu je neprestevno mnogo tockastih teles. Razsir-
jena so po- celotnem vesolju, vendar neenakomerno,
ponekod so bolj zgos¢ena kot drugod. Ker sile med
njimi upadajo najmanj s kvadratom oddaljenosti, zelo
oddaljena telesa ne vplivajo na gibanje teles iz naSe
bliznje okolice, zato se zanje ne zanimamo. V sistem
tockastih teles zdruzimo vsa tista tockasta telesa iz
nase okolice, katerih gibanje nas zanima. Vsakokrat
posebej se dogovorimo, katera telesa spadajo v izbrani
sistem, torej katera telesa obravnavamo. Vsa druga
telesa pripadajo okolici nasega sistema in nas njihovo
gibanje ne zanima. Dogovor o tem, katera telesa so v
izbranem sistemu in katera v okolici, je seveda polju-
ben in ga po potrebi spreminjamo. '

Telesa iz okolice ucinkujejo na izbrana tockasta telesa
sistema s silami; to se zunanje sile sistema. Ce so
okolidna telesa zelo oddaljena, lahko vpliv zunanijih sil
na gibanje sistema zanemarimo; tedaj pravimo, da je
sistem izoliran od okolice. V splosnem to ni, pa se
sprasujemo, kako zunanje sile pospesujejo sistem.

.Sile, s katerimi posamezna to¢kasta telesa izbranega

sistema ucinkujejo drugo na drugo, se imenujejo
notranje sile sistema. Znacilno zanje je, da se poja-

vljajo v parih nasprotno enakih sil. Ce namre¢ eno telo

ucinkuje na drugo s silo, istoasno tudi drugo telo
uéinkuje na prvo z nasprotno enako silo (glej zakon o
medsebojnem ucéinkovanju teles, stran 31), tako da je
vektorska vsota vsakega para sil ni¢. Sledi, da je vek-
torska vsota vseh notranjih sil, s katerimi vsa telesa
sistema medsebojno uginkujejo, enaka ni€.

Recimo, da je izbrani sistem sestavljen iz N to¢kastih
teles. Eno od njih ima maso m;, njegovo trenutno lego
in hitrost podajata vektorjar; in v; = dr/dt (slika 3.1). Ce
te€e indeks i prek vseh celih Stevil od 1 do N, zajamemo
vsa toCkasta telesa naSega sistema. ' '

Gibalna koli¢ina telesa m; (G; = m;v;, gl. 2.2) se spremi-
nja s ¢asom, ker na telo delujejo notranje in zunanje
sile. Z F; ozna¢imo rezultanto vseh zunanjih sil, s kate-
rimi vsa telesa iz okolice uéinkujejo na to¢kasto telo
m;, z {; pa notranjo silo, s katero to¢kasto telo m;
uéinkuje na m; (slika 3.2). ToCkasto telo m; torej v celoti
Cuti silo:

N

F,'+f|,' + fg,‘ + fSi + ...+ fNi = F,' + ij,'
J=1

D
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ki podaja ¢asovni odvod gibalne koligine G; (gl. 2.3):

N

=1 '
Podobno ena¢bo napiSemo za vsako tockasto telo
na$ega sistema, to je za

i=12,...,N

Dobimo N enacb, pri cemer je obiéajno N zelo veliko
steviio. Ako bi poznali sile (notranje in zunanje), bi

lahko iz zgornjih enacb izracunali, kako se gibalna "

koli¢ina (to je hitrost) vsakega tockastega telesa
sistema spreminja's ¢asom. Toda sile (predvsem notra-
nje) so odvisne od razdalje med telesi, te pa se zaradi
gibanja spreminjajo s ¢asom (vsaka po svoje), in pro-
blem je v splognem tezko resljiv (vsaj brez pomodi
velikega ragunalnika). Zatorej ne moremo pricakovati,
da bi lahko v splosnem ugotovili, kako se posamezna
totkasta telesa sistema gibljejo, kako se njihove hitro-
sti spreminjajo s ¢asom.

Kljub temu lahko vsaj nekaj povemo o gibanju celot-
nega sistema. Napi§imo enacbo (3.1) za vsako telo
posebej, to je za i = 1,2,..,N in nato dobljene enacbe
sestejmo. Dobimo:

N N N N

ZdG,-/dt = ZF,- +‘Z Zf,-,- ) (3.2)
i=1 i=1 i=1 j=1

Na levi strani imamo vsoto ¢asovnih odvodov gibalnih

koli¢in posameznih teles. Ker je vsota odvodov enaka

odvodu vsote, lahko zapiSemo:

Y dG/dt = d() G))/dt = dG/dt

kier je G vektorska vsota gibalnih koligin vseh teles
sistema, to je gibaina koli¢ina celotnega sistema:

N N
G=G1+Gz+...+GN=ZG,‘=Zm,'V,' (3.3)
i=1 i=1
Prvi ¢len na desni strani sumarne enacbe (3.2) predsta-
vlja rezultanto vseh zunanijih sil, ki u€inkujejo na vsa
to¢kasta telesa sistema:

N
F = ZF,
i=1

Drugi ¢len pa zajema celotno vektorsko vsoto vseh
notranjih sil. Ker se te paroma medsebojno kompenzi-
rajo, je njihova rezultanta nié:

N N

), 2hi=0

=1 j=1
Po vsem tem se sumarna enacba (3.2) poenostavi v
enacbo:

o

iz katere sledi, da je gibalna koli¢ina sistema odvisna
le od zunanjih sil; notranje sile izpadejo. Gibalna koli-
gina sistema se spreminja s ¢asom tako, kot predpi-
sujejo zunanje sile; notranje sile ne morejo vplivati
nanjo. Te sicer spreminjajo gibalne koli¢ine posamez-
nih teles sistema, ne morejo pa spremeniti njihove
vsote, to je celotne gibalne koli¢ine sistema.

Za F = 0 dobimo dG/dt = 0 ali
G = konst. - (3.5)
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Ce na sistem ne delujejo zunanje sile, oziroma &e je
njihova rezultanta ni¢, je gibalna kolicina sistema
stalna (se ne spreminja s éasom, ¢etudi uéinkujejo in
se spreminjajo notranje sile).

Primeri:

1. Vozi¢ek z maso my je prek prozne vzmeti spet z
vozickom m; (slika 3.3a). V zaéetku vozitka mirujeta,
vzmet med njima je stisnjena. Ko vzmet sprozimo, da
se raztrga, voziéka odletita s hitrostma vq in v, v
nasprotnih smereh (slika 3.3b). V kak§nem razmerju
sta si hitrosti vozi¢kov? Trenje zanemarimo.

Na$ sistem sestavljata vozi¢ka m; in m,. Resda nista
tockasti telesi, vendar ¢e se gibljeta translatorno
(kolesa izvzamemo), ju lahko obravnavamo kot tak$ni.
Ker v zadetku mirujeta, je njuna skupna gibalna koli-
¢ina ni¢: G = 0. Na vozi¢ka delujejo zunanje sile: njuni
tezi in pravokotni sili podlage. Te se medsebojno uni-
éujejo, zato je F = 0. Torej je gibalna koli¢ina obeh
vozickov ves Gas ni¢, ¢etudi se vmes sprozijo notranje
sile vzmeti. Po sprozZitvi vozicka odskogéita s tak§nima
hitrostma v, in v,, da je vektorska vsota njunih gibalnih
koli¢in nié:

G=mv, + myvy, = 0 ali vo = —vymy/m;,

En vozi¢ek odnese v eno smer tolik§no gibalno koli-

¢ino, kolikrSno odnese drugi v nasprotno smer. Notra-

nji sili sproZzene vzmeti spremenita gibaino koligino
vsakega voziCka, vendar tako, da je skupna gibalna
koli¢ina vozi€kov $e zmeraj ni¢, kot je bila pred sprozi-
tvijo. Celoten G lahko spremenijo le: zunanje sile, teh
pa v tem primeru ni.

Podobno kot zgoraj se dogaja pri streljanju z razli¢nimi
orozji. Izstrelek odnese neko gibalno koligino (kolik-
§no, je odvisno od notranjih sil, to je od energije,
sprodcene z eksplozijo); z enako veliko gibalno koli-
¢ino sune orozje samo (npr. puska, top) v nasprotno
smer. Da ne sune s preveliko hitrostjo, je orozje
masivno (njegova masa velika v prlmerjaw Z maso
izstrelka).

Nadaljnji primeri:
S koliksno hitrostjo se odrine &oln, s katerega skotimo

na breg? Kako se giblje ladja zaradi tega, ker se po
njenem krovu sprehaja potnik?

2. Granata se giblje enakomerno s stalno gibalno koli-
¢ino G (slika 3.4). Naenkrat se razleti na razliéna kosa,
ki odletita vsak v svojo smer. Kaj lahko reéemo o
hitrosti kosov?

Hitrost in smer gibanja kosov sta sicer odvisni od
nacina razstrelitve granate (od sproséene energije, od
notranijih sil, ki se sprostita ob razstrelitvi) in sta zato v
razli¢nih primerih razliéni, vendar je njuna skupna
gibalna koli¢ina vsaki¢ enaka prvotni gibalni koligini G
granate: B

G1+GQ=G

Eksplozija granate ne spremeni celotne gibalne koli-
Cine.

3. Oklepni voz, ki miruje na vodoravnem tiru, izstreli
granato (m; = 200 kg) s hitrostjo vy = 1 km/s pod
kotom @ = 45° glede na tir. S kolikéno hitrostjo (v,) se
premakne voz po tiru, ée je njegova masa m, = 20t ?
(Slika 3.5)

Ker granata odleti poSevno navzgor, bi se moral voz
odriniti v nasprotno smer v tla. Tir se temu upre, pojavi
se dodatna sila tal. Voz se lahko premakne le v vodo-
ravni smeri. V tej smeri dobi gibalno koli¢ino myv,, ki je
nasprotno enaka vodoravni projekciji odnesene gibal-
ne koliine (granate): myv;cosg. Za navpi¢no projek-
cijo myvysing pa poskrbi povec¢ana pravokotna sila tal.

V tem primeru se gibalna koli¢ina ohranja le v vodo-
ravni smeri (v tej smeri namre¢ ni zunanjih sil), v
navpiéni smeri pa se poveca; prvotno je bila ni¢, po
izstrelitvi granate pa je myvysing; ta sprememba je
enaka sunku poveéane sile tal (gl. 2.5).

Masno sredi$ée sistema

Enacba (3.4), ki podaja ¢asovno spreminjanje celotne
gibalne koli¢ine sistema v odvisnosti od zunanijih sil, je
po obliki podobna enacbi (2.3) za spremembo gibalne
koli¢ine toCkastega telesa. Lahko si izberemo neko
toc€ko, t.i. masno srediSée sistema (C), ki predstavlja
celoten sistem tockastih teles. Mislimo si, da masno
sredis§¢e C zajema maso celotnega sistema in se
giblje s celotno gibalno koli¢ino G sistema, kot da bi
zunanje sile delovale neposredno nanj.

Masno sredisée ni nobeno toékasto telo, je umisljena
(matemati¢na) tocka, ki jo vpeljemo zgolj zato, da z
njeno - pomocjo enostavneje zasledujemo gibanje
celotnega sistema.

Trenutno lego masnega sredi$¢a podaja krajevni vek-
tor r¢, njegovo hitrost pa vektor vg = drc/dt (slika 3.6).
Seveda je lega odvisna od prostorske razporeditve
posameznih to¢kastih teles, ki sestavljajo sistem. Ugo-
tovimo jo s pomo¢jo definicije, da se masno sredidée
giblje z gibalno koli¢ino G sistema, kot da bi bila v
njemu zbrana vsa masa m sistema. Sledi:

N N
G = ZG, = Zm,'v,' =mvV¢ (36)
i=1 i=1
ali
N
ve = (1/m) Y my, (3.6a)

i=1
Hitrost masnega sredi$¢a je povpreéje hitrosti posa-

meznih toCkastih teles sistema; uteZ povpreéenja je _

masa telesa. Masivnej$a telesa ve¢ prispevajo k hitrosti
masnega sredi$¢a kot lazja.

Ker je v¢ = drc/dt in v; = dr/dt, napisemo naprej:

N
Zm, dr, = m& ali
'd n @ dt
Zm,r, — (mrg) ter (ne upostevaje integracij-
dt iz dt ske konstante)
N
mrg = Zm,-r,- ali
i=1

rc = (1/m) NZmi(, (3.7)

i=1

e e
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Projekcije krajevnega vektorja masnega sredi§¢a na
posamezne koordinatne osi so dane z enacbami:

Xc = (1/m) im;x,- (3.7a)
=1
N ,

Ye = (m) Y my, (3.7b)
=1 .
N . .

Ze = (1/m) Zm,-z,- (8.7¢)

=

Podobno kot hitrost v je tudi krajevni vektor ro mas-
nega sredi§¢a povprecje krajevnih vektorjev r; posa-

meznih togkastih teles, ki sestavljajo sistem, pri emer

vsako telo prispeva k povpregju sorazmerno z maso.
Masno srediS¢e C sistema je zato v blizini masivnih
teles; telesa z majhno maso malo odlo¢ajo o legi mas-
nega srediSc¢a celotnega sistema.

Primera:

1. TocCkasti telesi my = 2 kg in my, = 1 kg sta razmak-
njeni za d = 60 cm. Kje je njuno masno sredisée (slika
3.7)? Koordinatni sistem zasukamo tako, da je npr. telo
my v koordinatnem izhodiscu (r; = 0), telo m, pa na osi
X(Yo=2,=0,x, = d). Potemvelja: yc =z = 0in x¢ =
{mxq + mxo)/(my + mp) = dmy/m = d/3 = 20 cm.

2. Tockasta telesa m; = 10g, m, =20g, my =30g in
m, = 40 g so razvr§¢ena po oglis¢ih pravokotnika s
stranicama a = 60 cm in b = 40 cm, kot kaze slika (3.8).
Dolo¢i njihovo masno sredisce!

Ker so vsa telesa v isti ravnini, usmerimo koordinatni
sistem tako, da sta osi x in y v tej ravnini, os z pa
pravokotna nanjo. Tedaj je z; = 0; raéunamo le y; in
Xc.

Xg = (MX1 + MaXo + MaXz + MyXs)/m =-a(my + my)/m=
=30 cm .

Yo =(my1 + Mays + Mays + myys)/m = b(ms + my)/m =
= 28 cm

Po definiciji sé masno srediS¢e sistema giblje tako, kot (
- da bi imelo celotno gibalno koli¢ino in celotno maso

sistema in kot da bi zuhanje sile delovale neposredno
nanj. Enac¢bo (3.4) interpretiramo kot posploden New-
tonov zakon dinamike za gibanje masnega sredis¢a:

dG  d(mvg) m dve
dt dt dt

| | 3.7)

kjer je ac = dv /dt pospeSek masnega sredis¢a.

F=

= Mmac¢

Vidimo, da je pospesek masnega sredisca odvisen od
zunanjih sil. Masno sredisSce sistema se giblje tako, kot
predpisujejo zunanje sile. Notranje sile nanj ne vpli-
vajo. Cetudi se spreminjajo in se npr. mo¢no povecajo
(ob eksploziji sistema), se to ne pozna na gibanju
masnega srediS¢a sistema. Notranje sile lahko spremi-
njajo hitrost oziroma gibalno koli¢ino posameznih
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teles sistema, ne morejo pa spreminjati hitrosti v¢
njihovega masnega sredis¢a.

Ko skakalec sko¢i s skakalne deske v vodo, se njegovo
masno srediS¢e (nekje blizu Zelodca) giblje pod vpli-
vom zunanje sile — teze po paraboli poSevhega meta
(upor zraka npr. zanemarimo). Med skokom se skaka-
lec skréi (z delovanjem notranijih sil — sil misic) in zavrti
okrog svojega srediS€a, vendar se njegovo sredisce
zaradi tega ne giblje ni¢ drugace (slika 3.9). To sicer
velja le, ¢e zares lahko zanemarimo upor zraka. Ta se
namre¢ spremeni, ko se skakalec skré&i, zato se tudi
masno sredi§¢e giblje drugace.

Topovska granata se giblje po paraboli, ki je znagilna
za poSevni met pod vplivom teze. Ko granata med
letom eksplodira in se razleti na kostke, se masno
sredi8e razletelih kosckov $e naprej giblje po prvotni
paraboli (slika 3.10). Razstrelitev granate namreé pov-
zrodijo notranje sile, te pa ne morejo vplivati na hitrost
masnega sredi$a granate. Ali se po eksploziji granate
spremeni tudi gibanje masnega sredi$éa, ¢e uposte-
vamo upor zraka? Zakaj?

Reakcijska sila

Ko odskogimo s ¢olna, se ¢oln odrine v nasprotno
smer, njegova hitrost v nasprotno smer se poveéa. Z
vozedega voziéka odvrzemo predmet v smeri nazaj;
hitrost vozi¢ka v smeri naprej se zaradi tega poveéa. Ce
stalno odmetujemo predmete nazaj, se hitrost vozi¢ka
stalno poveluje. Vozicek se giblje pospeSeno v
nasprotni smeri, kot odmetujemo predmete. Odvrzeni
predmeti se »odrivajo« od vozi¢ka in ga tako pospesu-
jejo v nasprotno smer. Pravimo, da se voziek pospe-
Suje, ker ga odvrzeni predmeti odrivajo z reakcijsko
silo.

Raketa izmetuje izpusne pline. Ti z reakcijsko silo
porivajo raketo naprej, nasproti smeri- iztekanja. V

‘nekem trenutku ima raketa maso m in se giblje s

hitrostjo v. V naslednjem kratkem ¢asovnem intervalu
dt raketa odvrze pline z maso dm in z relativno hitrostjo
u, zaradi ¢esar se hitrost rakete poveca za dv. Gibalna
koli€ina izpudnih plinov v smeri naprej se zmanjsa z
vdm na (v — u)dm, to je za udm. Za toliko se poveca
gibalna koli¢ina rakete v smeri naprej: mdv. Sledi:

udm = mdv

Enadbo delimo z dt, da dobimo spremembo v ¢asovni
enoti:

u(dm/dt) = mdv/dt

Koli¢nik dm/dt se imenuje masni tok izpusnih plinov
(Pm):

(3.38)

Pove maso snovi, ki jo raketa odvrze v &asovni enoti

(merska enota je kg/s).

PospesSek a = dv/dt rakete zaradi reakcijske sile izpus-
nih plinov potemtakem raéunamo z ena&bo:

ma = udy, (3.9)

Produkt relativne hitrosti u iztekanja in masnega toka
P, iztekajocih plinov ima dimenzijo sile; imenuje se
reakcijska sila iztekajocih plinov. Ta je tem veéja, s
¢im vegjo hitrostjo plini iztekajo iz rakete in &im vedji je
njihov masni tok.

Primer:

Plini iztékajo iz rakete z relativno hitrostjo u = 1500 m/

s, masni tok je ¥, = 150 kg/s. Koliksen pospesek
vsiljuje reakcijska sila raketi z maso m = 10t?

a = ud,/m = 1500 ms™ - 150 kgs™/10000 kg =
= 22,5 m/s?

Balon s stisnjenim zrakom pritrdimo na voziéek. Balon
odpremo, da za¢ne zrak iztekati. Reakcijska sila izteka-

_joCega zraka potiska voziéek v nasprotno smer. Voda,

iztekajo€a iz pipe, odriva pipo z reakcijsko silo. Ta je
posebno opazna pri gasilski cevi ali v kopalnici pri cevi
za tusiranje. Ce pipo na hitro odpremo, da voda briz-
gne iz cevi, se cev sunkovito premakne v nasprotno
smer, kot izteka voda. Reakcijska sila iztekajo¢e vode
poganja vrteéi se Skropilnik za namakanje travnika.

Raketa nosi s seboj gorivo, ki izgoreva v posebnih
komorah. Nastali vrogi plini z veliko hitrostjo izstopajo
skozi izpusne Sobe in odrivajo raketo z reakcijsko silo,
tako da se raketa lahko pospesuje tudi skozi brezzraéni
prostor.

vPrimer:

Raketo z zemeljskega povrsja izstrelimo v navpiéni
smeri. Kako se mora masa rakete spreminjati s ¢asom,
da se raketa dviga s stalno hitrostjo v,? Zaetna masa
rakete skupaj z gorivom je m,, izpusni plini iztekajo iz
rakete s stalno relativno hitrostjo u. Upor zraka zane-
marimo.

Na raketo delujeta sili: teza rakete m(t)g navzdol ter
reakcijska sila u®,,(t) navzgor, pri temer je ¥, = —dm/
dt. TeZni pospesek se z vi§ino zmanjsuje (gl. 2.11): g =
GoR?Ir?, gy je tezni pospesek na povriju Zemlje (=
9,81 m/s?), R je polmer Zemlje (= 6400 km), r je odda-
lienost rakete od sredig¢a Zemlje = R + v,t.

Raketa se dviga s stalno hitrostjo v, &e je potisna
reakcijska sila ves ¢as enaka tezi:

ud,, = mg (predznak minus
am 2 . zato, ker se m
U= = ~mgoR*(R + vot) all zmanjSuje s &a-

som in pozitivne-
mu dt ustreza ne-
gativen dm)

u mdm = —goR¥R + vty 2dt

Enaébo integriramo: na levi stranvi od my do m, na
desni pa od 0 do t. Dobimo:

U In(my/m) (oR*Vo)[R™ = (R + vot)™"] =
=goRt/(R + Vl)
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ter

gohAt
u(R+ v

m = mgexp

Ker poznamo maso rakete kot funkcijo ¢asa, lahko
izraéunamo, kako se mora masni tok izpusnih plinov
@, = —dm/dt spreminjati s ¢asom, da se bo raketa
dvigala enakomerno s stalno hitrostjo v,.

Sila curka

S pojmom curek razumemo mnozico (sistem) delcev,
ki se gibljejo vzporedno .s priblizno enako hitrostjo,
npr. vodni curek, zraéni tok, curek elektronov v katodni
cevi, curek kroglic iz strojnice itd. Podamo hitrost
curka (to je hitrost delcev v curku) v, njegov preéni
presek S in masni tok @,,. Masni tok je kvocient mase
snovi (dm), ki v Casovnem intervaly dt ste€e skozi
pre¢ni presek curka:

@, = dm/dt

Skozi prerez S (gl. sliko 3.11) prispe v ¢asovnem inter-
valu dt vsa snov, ki je v volumenskem elementu z
osnovno ploskvijo S in dolzino vdt vzdolz curka do
prereza S, to je: dm = pdV-= pSvdt, pri Cemer je o
gostota snovi v curku, to je masa snovi v enoti prostor-
nine curka. Sledi:
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Ce poznamo $tevilo (n) delcev (npr. kroglic), ki v enoti
Casa prete¢ejo skozi precni prerez curka, je seveda:

O, =nu ' : (3.10a)

kjer je p masa enega delca v curku.

Curek predstavlja gibajo¢o se snov, to je tok gibalne
koli¢ine. Ta se ne spreminja, ¢e je vsota vseh sil, ki
ucinkujejo na delce curka, enaka ni¢; tedaj curek tece
enakomerno — premo¢rtno s stalno hitrostjo. Brz ko pa
curek zadene na oviro, se gibalna koli¢ina spremeni.
Sprememba gibaine koli¢ine v enoti casa je enaka sili
(gl. 2.3), s katero ovira uginkuje na curek, oziroma je
nasprotno enaka sili, s katero curek odriva oviro.

V splodnem ovira spremeni tako velikost kot smer
hitrosti delcev v curku. Recimo, da delci vpadajo na

oviro s hitrostjo v, zapus¢ajo pa jo s hitrostjo v, (slika -

3.12). V éasovnem intervalu dt prispe do ovire dm =
@, dt snovi, ki prinese gibalno koli¢ino vdm. Zaradi
ovire se ta gibalna koli¢ina spremeniza dG = dm(v,-v),
kar je sprememba gibalne koligine curka v ¢asovnem
intervalu dt. Kvocient spremembe gibalne koli¢ine in

tasovnega intervala, v katerem se sprememba zgodi, .

je enak sili, ki to spremembo povzroéi, to je sili, s
katero ovira zadrZuje curek: dG/dt = (dm/df)(v; - v) =
Dp(vq — V).

Sila curka je sila, s katero curek odriva oviro; je
nasprotno enaka sili, s katero ovira moti njegovo giba-
nje, to je:

Sila curka (3.11)

Sika 3.11
/ F
=
v
Slika 3.12
j /
J AU F
— iy
)
w /
<z
Slika 3.13
nuv
~-O- O >-O——O F
7, |
N
N
Mg

Slika 3.14




Sila curka je produkt masnega toka in spremembe
hitrosti curka.

Zgodi se, da se curek ob oviri ustavi (v; = 0) ali pa se ob
njej razlije enakomerno v vse smeri (slika 3.13). Tedaj
ima sila curka vpadno smer (odriva oviro v smeri curka)
in je velika:

F=ad,v . (3.11a)

Primera:

1. Vodav potoku te€e s hitrostjo 1,5 m/s, pre€ni presek
je okrog 10 dm2 Potok nenadoma zajezimo s pravo-
kotno pregrado, tako da voda odteka v pravokotni
smeri v sosednja bazena na obeh straneh potoka. S
kolik$no silo moramo zadrzevati pregrado, da je potok
ne odnese?

F = ®,v =08/ = 10°%kgm=-0,1m?- 2,25m%2 =
F =225 kgms? = 225N

2. Lesena klada z maso M = 2 kg visi na dolgih nitkah
(slika 3.14). Vanjo streljamo s strojnico v vodoravni
smeri; v sgkundi izstrelimo 40 metkov, masa vsakega
metka je 0,5 g. Metki se zarivajo v klado in jo odrivajo,
zaradi ¢esar se klada odkloni za két 15°. Koliksna je
povpreéna hitrost izstreljenih metkov?

Na vise€o klado delujejo tele sile: teza Mg, sila curka
metkov F in sila v vrvicah. Klada se umiri pri tak3nem
kotu ¢, da ima rezultanta med teZo in silo curka smer
vrvic (in je nasprotno enaka sili v vrvicah), tako da
velja: tgp = F/Mg ali F = Mgtgg. Sila curka izstreljenih
metkov znaSa (gl. 3.11ain 3.10a): F = &,,v = nuv. Sledi:

v = (Mg/nu)tge = 260 m/s = 950 km/h

Silo vodnega (parnega) curka izkori§¢éamo pri vodnih
(parnih) turbinah. Ovira so lopatice na obodu rotorja
turbine. Vpadni curek odriva lopatice in s tem vrti rotor.
Torej s pomodjo sile gurka spreminjamo kineti¢no
energijo curka v rotacijsko kineti¢no energijo rotorja
turbine.

Rotor turbine se vrti, zato lopatice bezijo pred curkom;
relativna hitrost med curkom in lopatico je manj$a, kot
¢e lopatice mirujejo, manjsa je tudi sila, s katero curek
odriva lopatice. Za primer turbine vzemimo, da so
lopatice zakrivijene, tako da odbijajo curek zenako rela-
tivno hitrostjo nazaj (slika 3.15). Ce se lopatice gibljejo
s hitrostjo v, v smeri curka, curek zadeva obnje z
relativno hitrostjo v - v,; z enako relativho hitrostjo se
odbija nazaj, kar pomeni, da se curek po odboju od
lopatic giblje v levo s hitrostjo 2v, — v, hitrost curka se
torej spremeni za 2(v— v,,). V tem primeru curek odriva
lopatice s silo F = @, - 2{v — v,). Masni tok &,, pove
maso snovi, ki v enoti ¢asa priteka do lopatic turbine.
Ce so lopatice razvri&ene po obodu rotorja na gosto
(ko se ena odmakne, je ze druga v curku), je masni tok
@, neodvisno od hitrosti v, lopatic enak oSv. Pri posa-
miénih lopaticah pa je treba upostevati relativho
hitrost: @, = oS(v— v,). -

Zelimo, da bi rotor turbine &im hitreje prejemal kine-
ticno energijo, da bi torej sila curka delala s ¢im vecjo

mogjo. Iz srednje $ole se spomnimo, da je moé enaka
produktu sile in hitrosti (gl. str. 87). Vpadni curek
potemtakem oddaja lopaticam mog¢:

P=Fv, =&, 2(v- VvV,

Kako hitro naj se gibljejo lopatice rotorja, da bodo od
curka prejemale najve¢jo mozno mo&? Ce se gibljejo
zelo pocasi, je moé P majhna, ker je v, majhen. Pri
hitrem gibanju pa je P zopet majhen, ker je F majhen
(gl. sliko 3.16). Najvecjo mozno mo¢& dobimo pri vmesni
hitrosti v, lopatic, za katero velja:

dP/dv, = 0

Za turbino z gosto razporejenimi lopaticami velja: P =
20SV. (V= Vo)V, in dP/dv, = 20Sv(v—2v,;) =0 ter v, = v/
2. Turbina prejema najveé¢jo mozno moc¢, ¢e se lopa-
tice gibljejo s polovicno hitrostjo curka. Tedaj se

curek po odboju od lopatic ustavi in torej preda lopati- .

cam vso svojo kineti€no energijo. (Za turbino s posa-
mi€nimi lopaticami pa dobimo najve&jo mozno mo¢ pri
v, = VI3)

Pritisk padajo¢ega peska na tla. Pesek pada z visine h
na vodoravna tla, kjer obmiruje (slika 3.17). Zanima nas
sila N, s katero padajo¢i pesek pritiska ob tla, ki ga
ustavljajo.

Delci peska padajo na tia s hitrostjo v = V2gh , masni
tok curka (gl. 3.10) je: @, = oSy, kjer je S presek curka,
© pa povprecna gostota peska v curku. V ¢asovnem
intervalu dt pade na tla pesek z maso dm = &,dt =
oSvdt, ki prinese gibalno koli¢ino dG = vdm = oSv*dt.
Sila N je enaka spremembi gibalne koli¢ine v asovni
enoti:

N = dG/dt = gSv? = oS- 2gh = mg.

pri Cemer je m = 2p0Sh masa celotnega padajotega
dela peska.” Ko se pesek ustavi ob tleh, pritisne na tla
s silo, ki je enaka teZi celotnega padajotega peska
(vidina h nad tlemi). Ce bi pesek nad tlemi miroval kot
pokongen steber, bi pritiskal na tia prav tako s tezo mg.

Zgoraj smo racunali silo, s katero tla ustavljajo pada-
jogi curek. Tej sili moramo seveda dodati $e tezo miru-
joega (Zze ustavljenega) peska, da dobimo celoten
pritisk peska na tla.

Ovira v sploSnem spremeni smer curka in je treba
radunati silo curka vektorsko (3.11). Sila curka F ima
poleg komponente v vpadni smeri curka $e kompo-
nento v prec¢ni smeri, s katero curek odriva oviro
pre¢no na vpadno smer. Ta je seveda vecja, &e ovira
moéneje zakrivi tok curka.

Primera:

1. Vodni curek priteka s hitrostjo v na zakrivljeno lopa-

tico, ki zasuka njegovo smer za két 0 (slika 3.18). S ~

kolik8no silo moramo potiskati lopatico v vzdolZni

N h .
m= 6[ o(2)Sdz= ngbfdz/v(z) = (SQV/\/2g ) f(h— 27"2dz
9

= SovV2hig = 20hS
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smeri in s kolikSno v pre¢ni, da se zaradi curka ne
premakne?

Na obmodéju lopatice je v nekem trenutku dana mno-
Zina vode. V naslednjem kratkem ¢asu dt priteGe na
lopatico dm = @,dt = pSvdt vode, ki prinese v smeri x
(to je v vpadni smeri) gibalno koli¢ino vdm. Obenem
odteCe z lopatice enaka mnozZina vode, ki odnese
gibalno koli¢ino vdm v smeri kota 6. V vpadni smeri (x)
se torej gibalna koli¢ina vodnega curka zmanj$a za dG,
= v(1 - cos@)dm; to zmanjSanje povzrodi sila F,. Velja:

F, = dG/dt = oSv¥(1 — cosé)

Pre¢na sila F, pove&a gibalno koligino curka v preéni
smeri y od 0 na dG, = vdm siné. Sledi:

F, = dG,/dt = oSv’sing

2. Snezni plug rije po vodoravni cesti s stalno hitrostjo
v =18 km/h in odmetava sneg; vsako minuto odvrze 60
ton snega. Sneg izstopa iz pluzne brane z relativno
hitrostjo ¥ = 3 m/s pod pravim kotom glede na smer
gibanja pluga. S kolik$no silo (F,) mora plug potiskati
brano naprej in kolikSna sila (F,) deluje na plug od
strani?

Kar se sil ti¢e, so razmere enake, kot ¢e plug miruje in
sneg vstopa v brano z nasprotne smeri s hitrostjo v.
Primer je podoben prvemu (za 6 = 90°). Dobimo:

_ 60000 kg

Fr=®,v=———-5ms"' =5000N =5kN.

60s
F, = ®pu =3 kN

Telo

Telo je sistem z zelo veliko to¢kastimi telesci, ki se
ti¢ijo drugo drugega. Med posameznimi telesci delu-
jejo zelo moé€ne notranje sile; te jih povezujejo v celoto
in ovirajo njihovo relativno premikanje, tako da lahko
govorimo o velikosti in obliki telesa. Cim moé&nejse so
notranje sile, tem bolj trdno je telo, tem manj se med
gibanjem spreminja njegova oblika (pod vplivom zuna-
njih sil). Telo je togo, ¢e lahko zanemarimo spreminja-
nje njegove oblike. Pri togem telesu so notranje sile
velike v primerjavi z zunanjimi in lahko vpliv zunanjih
sil na obliko ali velikost telesa zanemarimo.

Enacbe (3.3 - 3.7), ki smo jih izpeljali za sistem togka-
stih teles, lahko uporabimo tudi za telo. Vendar
moramo upoStevati, da telo vsebuje zelo veliko tocka-
stih telesc, ki so nagnetena tako na gosto, da ne
moremo lo¢iti eno od drugega. Posameznih telesc je
preve¢, da bi jih lahko prestevali. Telesca se tiséijo
drugo drugega. Pravimo, da je snov v telesu zvezno
porazdeljena.

Najprej si ogiejmo, kako se opise porazdelitev snovi v
telesu.

Celotno prostornino (V) telesa razdelimo na majhne
prostorninske elemente dV; vsota oziroma integral
vseh teh je volumen telesa:

'v=jdv

Oblika posameznih prostorninskih elementov dV je

odvisna od vrste oziroma oblike telesa. V sploSnem

0 ' v

Slika 3.15

P dP/dvg =0
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izberemo dV v obliki kockice s stranicami dx, dy in dz,
tako da je dV = dxdydz. V posebnih primerih, ce
simetrija telesa dopusc¢a, pa lahko kot dV vzamemo
npr. tanko kroglasto lupino (Ce je telo kroglaste
oblike), pri ¢emer je dV = 4aridr (telo razdelimo na
tanke koncentriéne kroglaste lupine, ena od njih ima
polmer r in debelino dr) ali tanko valjasto plast (osno

simetri€no telo razdelimo na tanke koaksialne valjaste-

lupine, ena od njih ima visino h, poimer r in debelino
dr): dV = 2xrhdr. Vsaki€ izberemo prostorninski ele-
ment dV taksne oblike, da je izradun prostornine telesa
enostaven. :

Primera:

1. Prostornina krogle. Kroglo s polmerom R v mislih
olupimo na tanke koncentri¢ne kroglaste lupine. Ena
od njih ima polmer r in debelino dr, njena prostornina
je dV = 4xr?dr. Celotno kroglo objamemo, &e gre rod 0
do R:

V= de = j4m2dr = 47R%3

Zavajo poisci izraz za prostornino votle krogle. Zunaniji
polmer je R, notranji pa R;.

2. Volumen piramidastih teles. Dani sta osnovna plo-
skev S in viSina h. Stranice, ki povezujejo osnovno
ploskev z vrhom telesa, so ravne. Pri stozcu je S = 7R?
(R je polmer stoZca), pri pravilni kvadratni piramidi je S
= a%(a je stranica) itd. Telo je ali pokonéno (visina h je
pravokotna na osnovno ploskev S) ali posevno. Dokazi,
da je volumen taksnih teles vedno dan z enacbo: V =
Sh/3.

Na sliki (3.19) je stranski prerez piramidastega telesa.
Slika a predstavija pokon¢&no telo: vodoravne plasti so
naloZene ena nad drugo, da se njihova sredi$¢a pokri-
vajo. Ce vsako naslednjo vi§jo plast nekoliko prema-
knemo v desno (slika b), dobimo posevno telo. Jasno
je, da se ob tak3nih premikih volumen telesa ne spre-
meni, torej ima posevna piramida enako prostornino
kot pokoné&na (pri enaki osnovni ploskvi in visini).

Tenka plast na globini z pod vrhom piramide ima:
debelino dz in ploskev S(z). Zadnja je premo soraz-
merna s kvadratom premera oziroma stranice plasti, ta
pa je premo sorazmerna s koordinato z (ker je stranski
rob telesa raven), zato velja: S(z) = (z/h)?S ter dV =
S(2)dz = (S/h?)z%dz. Prostornina celotnega telesa je:

h
V= J'dV = (S/h?) fzzdz = (S/h%h¥3 = Sh/3
0
kar smo morali dokazati. Rezultat je neodvisen od

oblike osnovne ploskve S; velja tako za stoZec kot za
razliéne piramide. ;

Maso snovi v prostorninskem elementu dV oznadimo z
dm. Kvocient mase in prostornine (to je masa v enoti
prostornine snovi) se imenuje gostota snovi (¢):

~ (merska enota: kg/m? ali (3.12)
o= dm/dv g/cmS — 103 kg/m3

Maso m celotne snovi izrazimo z:
m= fdm = deV

V homogeni snovi se gostota ne spreminja s krajem; o
je enak za vsak dV, zato lahko pisemo:

m= QJ‘dV='QV8|i o=mV

Gostota homogene snovi je kvocient mase in prostor-
nine celotne snovi. V tabeli na koncu knjige so podatki
za gostoto nekaterih pomembnih snovi. Kovine so naj-
gostejse snovi, njihova gostota je do okrog 20 g/cm®.
Kapljevine‘imajo ¢ okrog 1 g/cm® = 10° kg/m?, plini pa
so priblizno tisoékrat redkejsi — okrog 1-5 kg/m®.

Nekatere trdne snovi so porozne, vsebujejo mnogo
zra¢nih mehurékov ali votlinic, ki so v¢asih med seboj
povezane z drobnimi cev€icami. Za tak$ne snovi nave-
demo povpreéno gostoto (p), ta je manjSa od gostote o
same snovi. Recimo, da v celotni prostornini V porozne

snovi zavzema zrak prostornino V,. V okviru nekajod-

stotne nenatanénosti, s kakrSno obi¢ajno delamo v
praksi, lahko zanemarimo maso zraka v porozni snovi v
primerjavi z maso same snovi in zapiSemo:

m=o(V-V;) + o,V; = o(V- V) = pV ali
0=0(V-V)/V=o(1-V,/V) (3.13)

Primer:

Povprecna gostota poroznega kosa zeleza je p = 7,0 g/
cmd, Koliko odstotkov prostornine takdnega poroz-
nega Zeleza zavzema zrak ? Gostota polnega Zeleza je o
=78 g/om®.

VJ/V=1-plo=1-7,0/78 =0,10 = 10%

Nekatera telesa so sestavljena iz razli¢nih snovi (npr.
litine). Sestavo taks$nih zmesi povemo ali z volumen-
skimi odstotki (koliko odstotkov celotne prostornine
zavzema posamezna shov v telesu) ali z uteznimi ozi-
roma masnimi odstotki (koliko odstotkov celotne mase
telesa odpade na posamezno shov).

V prvem primeru je povpreéna gostota telesa dana z
enacbo:

0= P101 + P20+ ... v (3.14a)

kjer je p; odstotek celotne prostornine, ki odpade na
snov z gostoto g, itd. (gl. prejSnji primer).

Kadar je sestava telesa podana z uteznimi odstotki: m,
= piym, my, = pym itd., raGunamo povpre¢no gostoto
takole: ’

1/@=p1/91+p2/92+.... (314b)

Dokaz: V=V, + Vo + ... = myloy + moos + ... = m(py/
01+ Palop + ...) = mip

Primer:

Litina bron vsebuje 90% bakra in 10% cinka (odstotki
se nanasajo na volumen). Gostota bakra je gc, = 8,9 g/
cm?, cinka pa gz, = 7,2 g/cm®. Kolikdna je povpreéna
gostota brona?

a? ime e — o

-

AN

——
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0 = p101 + Poo: = 0,90.8,9 g/cm® + 0,10.7,2 g/cm?®
o = 8,7 glcm?® ’

Masno srediS¢e telesa ratunamo s podobno enaébo,
kot velja za sistem tockastih teles (3.7), le da nadome-
stimo diskretna to¢kasta telesca m; z masnimi elementi
dm, seStevanje pa z integriranjem:

619

kjer je r krajevni vektor masnega elementa dm (slika
3.20). Komponente krajevnega vektorja r; vzdolZ posa-
meznih koordinatnih osi so:

Xo = (1/m)fxdm (3.15a)
Ye = (1/m){ydm (3.15b)
Z; = (1/m)fzdm (3.15¢)

Pri homogenih telesih lahko zapi$emo: m = gV, poleg
tega lahko g izpostavimo iz integrala, tako da se kraj$a,
in dobimo: v

Xe = (V) [xdV (3.16a)
yo = (1/V)[ydv , (3.16b)
zc = (V) [zdV ~ (3.16c) -

Ce je telo ploscat lik (narejeno iz enakomerno debele
plosce), raunamo le koordinati x; in y; masnega sre-
disca, tretja koordinata z; je enaka h/2 (h = debelina
ptosce). Pisemo: dV = hdS in V = hS, debelina plosée
h se kraj$a in ostane integracija po povrsini lika:

Xe = (1/8) fxds _ (8.17a)
yo=(19)fyas (lika3.21) (3.17b)

Primeri:

1. lzraunaj koordinate masnega sredis¢a pokon-
€énega homogenega piramidastega telesa z visino h.

Piramidasto telo v mislih razrezemo na tanke vodo-
ravne plasti (gl. sliko 3.19). Masno sredis¢e pokonc¢ne
piramide (ali stozca) je na simetrijski osi (vi$ini), zato
raGunamo le koordinato z; (x; = y = 0). Koordinatno
izhodis¢e je npr. na vrhu piramide, os z kaZze navzdol.
Velja: .

zc = (V) [zdV

. kjer je dV = S(z)dz = S(z/h)? dz in V = Sh/3 (gl. 2.
" primer na strani 60). Sledi:

h
zc = (3/h°) [2dz = 3h/4
0

Masno srediS¢e pokonéne piramide ali stozca je 3/4
viSine pod vrhom oziroma h/4 nad osnovno ploskvijo.

2. Poiséi masno sredi$¢e polne polkrogle s polmerom -

R.

Potkroglo postavimo ploskoma na vodoravno ravnino
X — y; 0s z kaze navzgor v smeri simetrijske osi (slika

Slika 3.18

Slika 3.19
A c
> dm
e
f
y
Slika 3.20

Slika 3.21
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3.22). Polkroglo v mislih razrezemo na tanke vodo-
ravne okrogle plos&ice. Plos¢ica na visini zima polmer
r=VR?-22 in debelino dz njen volumen je dV =
= ar’dz = a(R? - A)dz.

Xc=Yc=0 A
zc = (V) [2dV = (3/27R°) [ n2(R? - 2%)dz = 3R/8
- 0 .

3. Dolo¢i masno sredi$¢e ploscatega telesa — Cetrtine
kroZne ploséice (slika 3.23).

Plodgico razrezemo na tanke vzporedne trakove.

Xe = Yo = (1/3)I.Vds
dS = xdy, S = 7RY4
A

X = (4/7R?) [ xydy
0

Ker je x% + y? = R?, dobimo po odvajanju xdx + ydy = 0
ali ydy = — xdx ter

i .
X = (4/nR?) [ x*dx = 4R/3x
0

PolkroZna plo$éica je sestavljena iz dveh &etrtinskih
ploscic; njeno masno sredis¢e je zato na simetrijski
osi, na oddaljenosti 4R/3x od ravnega dela — premera.

Poi3¢i masno srediSée krozne ploscice, iz katere je
izrezan kvadrant.

4. Masno srediS¢e sestavljenih teles pois¢emo tako,
da najprej vsak del telesa zberemo v njegovem mas-
nem srediS&u kot to¢kasto telo in nato (z ena¢bo 3.7)
izrabunamo masno sredi§¢e posameznih tockastih

teles. Kot primer vzemimo pokonéen valjast stolp s

stoz€asto streho (slika 3.24).

Valjasti del stolpa ima maso my = pnA?%h, njegovo
masno srediS¢e je na visini z; = h/2 nad tlemi. Stoz&a-
sta streha ima maso m, = onR%v/3, njeno masno sre-
dié€e je na visini z; = h + v/4 nad tlemi. Raéunamo
masno srediS¢e dveh tockastih teles my in m, (gl. 3.7¢):

Zc = (zymy + ZzmR)/(My + my) =
= (6h® + 4hv + V¥)/(12h + 4v)

5. Masno sredis¢e telesa z votlinami. Telo z votiinami
bi zahtevalo zamuden raéun masnega sredi§¢a. Temu
se izognemo, e si mislimo, da imamo polno telo, na
mestu votline pa telo z negativno maso. Kot primer
izraunajmo masno sredi§Ce pokonénega valja, iz
katerega je izrezana polkrogla (slika 3.25).

Poln valj ima maso my = gxR%h in masno sredié&e na
visini zy = h/2, negativna polkrogla ima masno sredisée
na visini z, = 3R/8 in negativno maso m, = — ¢ - 27R¥3.
Masno srediS¢e obeh (to je masno sredi$¢e valja z
votlo polkroglo) je na visini:

Zc = (zymy + Zomy)(my + my) =
= (h%2 — RY4)/(h — 2R/3)

Seveda je z; vedji od h/2.

Za vajo tega raéunanja ponovno izraéunaj masno sre-
disce polkrogle (2. primer), vendar tokrat tako, da vza-
me$ polno krogio in spodnjo polkroglo z negativno
maso.

Porazdelitev sil

Silo predstavimo z vektorjem; ta ima toc¢kasto prijema-
lis€e. Vendar nobena sila v resnici ne »prijemlje« v
toCki. Medsebojno uginkovanje teles namreé¢ poteka
prek kaksne sti€ne ploskve ali je celo razpredeno po
§irsi prostornini. Ce npr. z roko pritisnemo na mizo, je
sila roke porazdeljena po skupni ploskvi roke in mize.
Podobno je, ¢e s kladivom udarimo po glavici Zebija.
Sila v napeti vrvici je razporejena po preénem prerezu
vrvice. Torej nimamo opravka s to¢kastimi (diskret-
nimi) silami, ampak so sile zvezno porazdeljene ali po
ploskvi ali po prostornini. Povedati moramo, kako so
sile porazdeljene po dani ploskvi ali prostornini.

Recimo, da je sila F razporejena po ploskvi S na povr-
Sini telesa. V splosnem je razporejena neenakomerno,
na enem delu ploskve je npr. ve€ sile kot na drugem, pa
tudi'smer sile se vzdolZ ploskve spreminja. Zato razde-
limo celotno ploskev S na majhne ploskovne elemente
dS; vsak od njih je dovolj majhen, da je sila.na njemu
razporejena kolikor toliko enakomerno. Na ploskvico
dS npr. odpade sila dF. Celotna sila F je rezultanta
(vektorska vsota oziroma integral) posameznih delnih

. sil dF, delujocih na posameznih ploskovnih elementih

ds:
F = de

Delna sila dF, ki odpade na ploskvico dS, ima v splos-
nem posevno smer (slika 3.26). Razstavimo jo na kom-
ponento dFL, ki je pravokotna na ploskvico, in na
komponento dFl| v ravnini ploskvice. Prva se imenuje
natezna sila (e je usmerjena ven iz ploskvice) oziroma
tlaéna sila (¢e kaze v ploskvico — v notranjost telesa).
Druga je strizna sila. Zgodi se, da je celotna sila dF Ze
pravokotna na ploskvico, da je torej natezna ali tla¢na
sila (dFll = 0 in dF L = dF). Ali pa dF lezi v ploskvici in
uéinkuje kot strizna sila (dF L = 0 in dFll = dF).

Zanima nas kvocient sile dF in ploskvice dS, na kateri
udinkuje: dF/dS; imenuje se ali tlak p ali natezna
napetost (o) ali strizna napetost (v): '

tlakp C° je dF pravokoten na ploskvi-
€O in usmerjen vanjo

aF _ natezna napetost Ce je dF usmerjen
ds pravokotno iz plo-
: skvice

strizna napetost Ce dF |e_2i_
P v ploskvici (3.18)
Merska enota tlaka oziroma napetosti sile je koliénik
enote sile in enote povrsine, to je N/m?; imenuje se
pascal (Pa): »

1 Pa =1 N/m?

Ker je Pa zelo majhna enota, se ve¢inoma uporabljajo
vedje enote: kPa = 103N/m2, MPa = 10°N/m? ter
posebna enota: bar = 105N/m? = 100 kPa = 1000 mbar
(milibar), mbar = 100 N/m2 Tu in tam se pojavlja Se
stara enota kp/cm? (at = atmosfera) = 9,8 Nicm? =
98 000 N/m? = 98 kPa = 0,98 bar. '

Recimo, da je sila F tla¢na sila, da je povsod pravo-
kotna na ploskev. Ce vemo, kako se tlak te sile: p = dF/
dS spreminja po ploskvi, izraéunamo celotno silo F z
integralom:

i
i
|
|
|
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F= [dF = [pds

Primer:

Parni curek pritiska pravokotno na valjast bat; tlak
tlatne sile se spreminja v odvisnosti od radija r iz
sredine bata po enacbi: p = p,(1 - r’/R?), kjer je p, = 2

bar, R (polmer bata) = 5 cm. S kolikéno silo F curek -

odriva bat?

Ker so sile dF na posameznih ploskovnih elementih dS
bata vzporedne, lahko vektorski znak opustimo in sile
skalarno sestejemo:

F=[dF = [pds

Ploskvice dS izberemo v obliki koncentriénih kolobar-
jev: dS = 2ardr.

a :
F = 27po [(1 — IR?rdr =-nR2p,/4 = 390 N
0

Nekatere sile uginkujejo. ne le na povrsju, ampak tudi
na vsak delé¢ek v. notranjosti telesa. Povedati moramo,
kako je tak3na sila razporejena po prostornini telesa.

Celotno prostornino V telesa razdelimo na prostornin-
ske elemente dV. Silo, ki odpade na en tak element dV,
oznagimo z dF. Kvocient sile dF in prostorninskega
elementa dV, v katerem uéinkuje, se imenuje gostota
sile (f):

f = dF/dV (merska enota: N/'m®) (3.19)

Y4 gostoto sile povemo, k0||k0 sile odpade na enoto
prostornine telesa. Ce vemo, kako se- gostota.sile f
spreminja s krajem po notranjosti telesa, dobimo
ustrezno silo F, ki ucinkuje na celotno telo, z inte-

gralom:

F= [dF = [tdV

Sila te vrste je npr. teza telesa (F = mg). Gostota teze
se imenuje specifi¢na teza, to je teZa na enoto prostor-
nine telesa (obi¢ajno jo oznagimo z grsko &rko ¥):

y =dF/dV = d(mg)/dV =g-dm/dV = og (3.20)

Vidimo, da je specifitna teza premo sorazmerna z
gostoto snovi; sorazmernostni faktor med njima je
tezni pospesek g. V&asih so specifi¢no tezo izrazali z
mersko enoto kp/m®. To je bilo udobno, kajti kolikor
kg/m® znasa gostota snovi, toliko kp/m? je njena speci-
fiéna teza. Voda ima npr gostoto 1 kg/dm®, njena spe-
cificnateza je 1 kp/dm?®. Taenota je po novem prepove-
dana in moramo specifiéno teZzo navajati'v merskih
enotah N/m® (voda ima specifi¢no tezo 9,8 N/dm?3).

Gibanje togega telesa

Sistem N tockastih telesc se v splodnem giblje tako, da
se vsako telesce giblje po svoje. Kako se tak sistem
giblje, ugotovimo, &e re$imo N vektorskih enaéb (3.1).

— —~— V4
AR ~
i N
R >
b
X
Slika 3.22
A
Y
R
dy x
N
Y
oC
x .
0 R
Slika 3.23

\\\
1]
+

Slika 3.25
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Ker vsaka vektorska enatba pravzaprav pomeni 3
enacbe za 3 projekcije krajevnega vektorja tockastega
telesca, moramo v splosnem resiti 3N enacb. Trenutno
lego sistema v prostoru podamo s 3N koordinatami
posameznih telesc sistema (3 koordinate za vsako
telesce). Zato pravimo, da ima sistem N toékastih
telesc 3N prostostnih stopenj. To Stevilo je navadno
zelo veliko, saj je sistem sestavljen iz veliko to¢kastih
telesc. ‘

Pri togem telesu so razmere enostavnejse. Zaradi mo¢-
nih notranjih sil se posamezni deli togega telesa ne
morejo premikati relativno drug glede na drugega,
oblika in velikost telesa se zato med gibanjem ne
spreminjata. Togo telo se giblje kot celota.

Koliko prostostnih stopenj ima togo telo?

Najprej si mislimo, da je telo sestavljeno iz enega
samega tockastega telesca. To se lahko giblje v vse
smeri v prostoru, njegova trenutna lega v prostoru je
podana s tremi koordinatami (x, y, z), zato ima 3 pro-
stostne stopnje. Nadalje si mislimo, da telo sestavljata
dve tockasti telesci, razmaknjeni za stalno razdaljo. Ce
vzamemo, da se eno od njih poljubno giblje skozi
prostor (¢emur ustrezajo 3 prostostne stopnje), se
drugo lahko giblje le po dani kroglasti ploskvi okrog
prvega. Ploskovnemu gibanju drugega telesca  pa
ustrezata dve prostostni stopnji, kar da skupaj 5 pro-
stostnih stopenj za tak3no telo. Na koncu vzemimo
togo telo, sestavljeno iz treh tockastih telesc (med
seboj togo povezanih). Za prvi dve smo zZe ugotovili, da
se lahko gibljeta s 5 prostostnimi stopnjami. Tretje
telesce pa lahko edinole krozi okrog osi skozi prve dve,
s ¢imer je povezana ena sama prostostna stopnja —
skupno torej 6 prostostnih stopen;.

Tri tockasta telesa (Ce ne leZe na isti premici) povsem
dolocajo gibanje celotnega togega telesa, ne glede na
to, iz koliko teles je sestavljeno. Torej ima togo telo v
splosnem 6 prostostnih stopenj. Tri od njih izkoristimo
za gibanje masnega sredisca telesa, z ostalimi tremi pa
opiSemo vrtenje telesa okrog treh, med seboj pravokot-
nih osi, ki se sekajo v masnem sredi3éu.

Gibanje masnega sredi$¢a Ze poznamo. Njegov pospe-
$ek dolocajo zunanje sile, ki uéinkujejo na telo; odvi-
sen pa je Se od celotne mase telesa:

ac =F/m

Preostane, da ugotovimo, kako se telo vrti okrog osi
skozi masno sredisce. »

Vrtenje togega telesa okrog stalne osi

Telo je vpeto na vrtilno os, okrog katere se lahko vrti.
Vet&inoma je vrtece se telo osno simetri¢no in je sime-
trijska os vrtilna os, vendar to ni nujno. Vrtilna os je z
lezaji fiksirana v prostoru, tako da se med vrtenjem
telesa ne spreminja (slika 3.27).

Telo v mislih razdelimo na masne elemente dm. Ti med
vrtenjem telesa krozijo v ravninah, pravokotno na
vrtilno os. Masni element dm na oddaljenosti r od osi
se npr. giblje po krogu s polmerom rz obodno hitrostjo
v = ro, pri éemer je w kotna hitrost vrtenja telesa. Ker je
telo togo, krozi vsak masni element z enako kotno
hitrostjo; njihova obodna hitrost pa je premo soraz-
merna z oddaljenostjo r od vrtilne osi.

Poglejmo, kako zunanje sile vplivajo na vrtenje togega
telesa.

Na masni element dm deluje zunanja sila dF in notranja
sila dF,. Sila ne spreminja kotne hitrosti vrtenja telesa,
Ce je vzporedna z vrtilno osjo; najmocéneje pa jo spre-
minja, ¢e lezi v ravnini, ki je pravokotna na vrtilno os.
Recimo, da dF in dF, Ze lezita v tej ravnini. Na sliki
(3.28) je prerez telesa pravokotno na os; ta je pravo-
kotna na ravnino lista. Oznacena je le zunanja sila dF.
Masni element dm krozi v ravnini lista neenakomerno,
ker sili dF in dF, s svojima tangentnima komponen-
tama dF’ in dF, povzrocata tangentni pospesek a,.
Tega izraunamo z Newtonovim zakonom dinamike
(2.1). Ker poznamo smeri vektorjev, napiS$emo enac¢bo
dinamike v skalarni obliki:

dF' + dF, =dm-a = dm - ra = dFsind + dF,siné,

pri Cemer je kotni pospesek a = a/r (gl. 1.49), 6 oz. &,
pa kota med smerjo vektorja r in sile dF oz. dF,. Velja:
sind = r’/ r oziromasins, = ry/r(gl. sliko 3.28), kjer je r'
(oz. r;) rocica sile dF (oz. dF,), to je pravokotna
oddaljenost vrtiS¢a od smeri sile (merjeno v ravnini,
pravokotno na vrtilno os). Dobimo:

r'dF + ridF, = a- r’dm (3.21)

Na levi strani enacbe je navor sile dF (oz dF,,) ki ga
ozna0|mo z dM:

dM = r'dF = rdFsiné

to je produkt sile in njene rogice. V vektorski obliki ga
napiSemo kot:

dM = r X dF | (dM, =r X dF,) (3.22)

Njegova smer je pravokotna tako na radij r kot na silo
dF. V nasem primeru sta vektorja r in dF v ravnini,
pravokotno na vrtilno os, torej ima navor dM (oz. dM,)
smer vrtilne osi. V tej smeri tudi kaze vektor kotnega
pospeska « (gl. str. 23).

Izraz r’dm na desni strani enaébe (3.21) je vztrajnostni
moment dJ masnega elementa dm:

dJ=rAdm (3.23)

(to je produkt mase in kvadrata pravokotne oddaljeno-'

sti od vrtilne osi).

Enacbo dinamike za vrtenje masnega elementa okrog

stalne osi potemtakem napiseno v obliki:

dM + dM, = adJ

Podobno enacbo napiSemo za vsak masni element
telesa. Dobljene enacbe sedtejemo oz. integriramo. Ker

notranije sile vedno nastopajo v parih nasprotno enakih .

sil, se navori vseh notranjih sil medsebojno iznigijo:
den = frx dF, =0 (3.24)

in ostanejo e navori vseh zunanijih sil, ki edino lahko
pospesujejo vrtenje togega telesa:

f dM = j adJ ' ' (3.25)

—— b -~ .
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Integral na levi strani je rezultanta M navorov vseh
zunanijih sil, ki u¢inkujejo na telo:

M=J'dM

Vsak deléek togega telesa se vrti okrog osi z enako
kotno hitrostjo in z enakim kotnim pospeskom, zato
lahko e« v enacbi (3.25) izpostavimo iz integrala. Preo-
stali integral fdJ je vztrajnostni moment J celotnega
telesa: :

vztrajnostni moment (3.26)
J= J'r"dm togega telesa '
glede na izbrano os -

Enadbo dinamike za vrtenje telesa okrog stalne osi
lahko za togo telo napi$emo v obliki:

M= Ja (3.27)

Vektorja M in o imata smer rotacijske osi. Ce zunanje
sile, ki uginkujejo na posamezne dele telesa, niso v
ravninah, pravokotno na vrtiino os, &e torej navori teh
sil niso v smeri vrtilnih osi, upostevamo le projekcije
navorov na smer vrtilne osi. '

Telo se vrti tem bolj pospeseno (s tem vedjim kotnim

pospeSkom), ¢im veéja je rezultanta navorov vseh
zunanijih sil, ki uéinkujejo na telo, ter ¢im manjsi je
vztrajnostni moment telesa.

Vztrajnostni moment telesa .

Velik vztrajnostni moment pomeni, da dobi telo pri
danem navoru zunanjih sil majhen kotni pospesek, da
se kotna hitrost po¢asi spreminja. Torej je vztrajnostni
moment J telesa merilo za vztrajnost telesa proti spre-
membi kotne hitrosti vrtenja. Kakréno viogo ima masa
pri premem gibanju, ima vztrajnostni moment pri vr-
tenju.

Vztrajnostni moment J je odvisen od mase snovi in od
njene razporeditve glede na vrtilno os. Ce Zelimo velik
vztrajnostni moment, mora biti telo masivno in snov
mora biti ¢&im bolj oddaljena od vrtilne osi.

Vztrajnostni moment togega telesa radunamo z
enacbo:

J= frzdm (merska enota: kgm?)

kier je r pravokotna oddaljenost elementa dm od vrtilne
osi. Ce se spremeni vrtilna os, se pri istem telesu
spremeni tudi vztrajnostni moment (ker se spremeni
razporeditev snovi glede na os). Zato moramo vedno
vedeti, na katero vrtilno os se nek vztrajnostni moment
nanasa.

Ragunajo¢ vztrajnostni moment telesa, razdelimo telo
(v mislih, seveda) na tanke, koaksialne valjaste plasti,
tako. da je vsak del¢ek posamezne plasti priblizno
enako (r) oddaljen od osi. Vztrajnostni moment ene
takSne plasti je dJ = rP’dm = rPodV, kjer je dV volumen
plasti. : :

5 'Visoko$olska fizika 1. del

Slika 3.29

Slika 3.27
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debelino dr in vi§ino h = VR? — r? imamaso dm=pdV
Primeri: = @+ 2ar - 2hdr in vztrajnostni moment dJ = Adm =

1. IzraCunaj vztrajnostni moment obroéa z maso m in
polmerom R glede na simetrijsko os obroéa (slika
3.29).

Vsa snov tankega obroéa je za R oddaljena od osi (r =
= R), zato dobimo:

J= [Pdm = szdm = mR?

Visina obro¢a ni pomembna (skrita je v masi m); obro¢
je lahko ozek ali pa je $irok valjast plasé

2. Tenka palica z maso m in dolzino b je pravokotna
na vrtilno os (slika 3.30). V mislih jo razrezemo na tanke
preCne rezine. Ena taksna rezina z maso dm = odV =
= 08dx (S je presek palice) na oddaljenosti x od sre-
dis¢a palice ima vztrajnostni moment dJ = x*dm =
= pSx?dx. Vztrajnostni moment celotne palice je:

+bi2

J= [dJ =05 _jb /)fdx =0S-b%12=mb¥12  (3.28)

3. Poln valj z maso m in polmerom R. Valj olupimo na
tanke koaksialne valjaste plasti (slika 3.31). Plast s

polmerom r, debelino dr in visino h.ima vztrajnostni.

moment:
dJ = rPdm = rPodV = g - 2arhdr = 2moh ridr
R
J = [dJ = 27ph j r*dr = omhRY2

Vpeljemo $e maso valja m = oV = eaR?h in dobimo
konéni rezuitat:

J=mR?2 (3.29)

4. Tanka kroglasta lupina (masa m, polmer R, debe-
lina- h). Lupino razdelimo na tanke kolobarjaste tra-
kove, katerih sredisa so na osi (slika 3.32). En tak
kolobar ima polmer r = Rsing, $irino Rd®in maso dm =
= odV = ¢ - 2arhRd#6; njegov vztrajnostni moment je:
dJ=ridm = 2nghR4sm39d0

J = [dJ = 2mphR* j sin®0d6 = 2mohR* - 4/3
0

J=2mR%¥3 (m = 4xRho) (3.30).

5. Polna krogla z maso m in polmerom R. Lahko si
mislimo, da je krogla sestavljena iz tankih koncentri&-

" nih kroglastlh plasti. Ena tak$na plast s polmerom rin

debelino dr ima vztrajnostni moment (glej 3.30 za Fi —
r,h—drin m— dm):

= (2/3)rPdm = (2/3)r%0 - 4mzdlr = (8mo/3)r*dr
. R
J = {dJ = (8m0/3) [ P*dr = 8moR®/15
0

Ker je m (masa celotne krogle) = ¢ - 47R%3, dobimo
konéni rezultat:

J=2mR%5 (3.31)
Enak rezultat dobimo tudi drugacde, ¢e si kroglo

mislimo oluplijeno na koaksialne valjaste plasti
(podobno kot pri 3. primeru). Plast s polmerom r,

=4z0r VR? - 2 dr.
U= fdJ=4nQ}r3VR2—r2 dr
4]

. = 4mp - 2R15 = 2mRY5

-

Izraun vztrajnostnega momenta je kolikor toliko pre-
prost le, e ima telo simetrijske lastnosti, npr. &e je
osno simetriéno. V splosnem pa se zaplete in je bolje
vztrajnostni moment izmeriti, npr. tako da izmerimo
kotni pospesek o, s katerim se telo vrti pri znanem
navoru zunanjih sil: J = M/a.

Vztrajnostni radij

Vztrajnostni moment J poljubnega telesa Zelimo napi-
sati v enostavni obliki, kot velja za tanek obroé&:

0

kier je m masa telesa, parameter k pa se imenuje
vztrajnostni radij; to je tista oddaljenost od vrtilne osi,
na kateri moramo zbrati vso-snov telesa, da dobimo
enak vztrajnostni moment J, kot ga telo dejansko ima.
Vztrajnostni radij obroéa je kar enak njegovemu pol-
meru (k = R), za valj velja (gl. 3.29): k = R/V2, za kroglo
(gl. 3.31) pa k = 0,63R itd.

Vztrajnostni elipsoid — glavne osi telesa

Z ratunom ali pa z meritvijo dologimo vztrajnostni
moment telesa glede na poljubno usmerjeno vrtilno os.
Odvisnost vztrajnostnega momenta od smeri vrtilne osi
navadno prikazemo tako, da v prostorskem koordinat-
nem sistemu nariSemo v smeri vrtilne osi vektor, kate-
rega dolZina je enaka obratni vrednosti korena vztraj-
nostnega momenta za os v tej smeri (to je 1/VJ).

Pokazali bomo, da konice teh vektorjev leze na ploskvi .

elipsoida, ki mu pravimo vztrajnostni elipsoid.

Smer izbrane vrtilne osi predstavnmo z enotinim vektor-
jem € = cosae, + cospe, + cosye, (gl. str. 7), kjer so
koti @, B in y naklonski koti vrtilne osi na koordinatne
osi x, y in z (slika 3.33). Koordinatno izhodisée jev
masnem srediZcéu telesa.

Vztrajnostni moment telesa J glede na izbrano vrtilno
0s je dan z enaébo (3.26):

J= [r’dm

kjer je dm masni element na konici krajevnega vektorja
@ = xe, + ye, + ze,, r pa njegova oddaljenost od vrtilne
osi. S slike (3.33) razberemo tele povezave:

r?= Qsm20 0% — 0%c0s?0 = o> — (0 - Q)% =
= g% — (xcosa + ycosp + zcosy)?

Kerjecosa+coszﬁ+cosy—1 ing?=x?4+y2+ 2%
lahko zapiSemo naprej:

= (y* + 2% cos®a + (2% + x?) cos®B + (X2 + y?)
cos?y — 2xycosacosf — 2yzcosfcosy —
— 2ZXCOSycosa

e mme pmds o= ssn

N
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Dobljeni izraz za r? vstavimo v enaébo (3.26) in dobimo
izraz za vztrajnostni moment telesa glede na vrtiino os
v smeri Q:

J = Jycosia + J,c08B + J,c08% — 2J,,cosacosp —
— 2J,,cospcosy — 2J,,cosycosa (3.33)

kier so J,, J, in J; vztrajnostni momenti telesa na
posamezne koordinatne osi: :

= [(* + 2Adm, J, = J'(zz + x3dm
Jy = [(X2 + y¥)dm , (3.34)

Jyy Jyz in Jx pat. i. centrifugalni vztrajnostni momenti:

ny = [xydm, J,; = [yzdm, Jy = {zxdm (3.35)

V smeri enotinega vektorja @ nariSemo vektor z dol-

zino 1/VJ; njegove projekcije na posamezne koordi-

natne osi oznaé¢imo z X, Yin Z. Velja:
cosa = XVJ, cosf = YVJ, cosy = ZVJ

Tako se enaéba (3.33) prelevi v enacbo vztrajnostnega
elipsoida:

SXC + S, Y2+ LZP - 20, XY - 2J,,YZ -
20, ZX =1 (3.36)

kar smo morali dokazati.

Vsak elipsoid ima vsaj tri, med seboj pravokotne glavne
0si; v nasem primeru se imenujejo glavne vztrajnostne
osi telesa. NajdaljSa glavna os vztrajnostnega elipso-
ida dolo¢a smer vrtilne osi, glede na katero ima telo
najmanjsi vztrajnostni moment (in obratno).

Koordinatni sistem x — y — z zasukajmo tako, da se

koordinatne osi ujemajo z glavnimi osmi vztrajno-
stnega elipsoida. IzkaZe se, da se pri tem zasuku izni-
Cijo vsi centrifugalni vztrajnostni momenti (Jyy, Jj, in
Jxx), tako da se enacba (3.36) vztrajnostnega elipsoida
poenostavi v enacbo:

pri éemer smo oznadili vztrajnostne momente telesa
glede na glavne vztrajnostne osi z Jy, J, in J3; to so
glavni vztrajnostni momenti telesa. V sploSnem so
razliéni; le ¢e ima telo simetrijske lastnosti, so nekateri
lahko enaki. Za homogeno kroglo npr. velja: J; = J, =

. = J3, za osnosimetri¢na telesapaJ; = J, # J3(Ceje os z

simetrijska os).

Steinerjev stavek

Vztrajnostni moment telesa glede na os skozi tezisce
poznamo. Kadar potrebujemo vztrajnostni moment
glede na drugo os, ki je vzporedna osi skozi tezisce,
uporabimo Steinerjev stavek. Na sliki (3.34) je prerez
telesa skozi ravnino, pravokotno na vrtilno os 0 (ta je
lahko tudi izven telesa). TezisCe C telesa je za a odda-
lieno od osi 0.

Vztrajnostni moment telesa glede na os 0 je po defini-
ciji dan z enacbo: -

5

Slika 3.31

Slika 3.32

©ol

\

Slika 3.33

Slika 3.34

N
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J =_[r2dm

kjer je r pravokotna oddaljenost masnega elementadm
od osi 0. J zelimo povezati z vztrajnostnim momentom
telesa glede na vzporedno teziséno os (J,). V ta namen
uporabimo kosinusni stavek:

r? = a? + rf-2ar,cosd (gl. sliko 3.34)

Tu je ry oddaljenost masnega elementa dm od tezi§éne
osi. Sledi:

(@®> + B - 2ancosd)dm = a’m + J'r?dm -
2a_[r1cos<5dm

Drugi ¢len na desni strani zgornje enacbe je vztrajno-

stni moment J, telesa glede na tezi$¢no os:
Jd; = jr?dm

V zadnjem ¢&lenu nastopa x — ta koordinata masnega
elementa dm, ki jo merimo iz koordinatnega izhodis¢a
v teziéu C; x = r,cosd, zato ga lahko izrazimo s
koordinato x; teziséa:

jncosédm =J'xdm =xem=10 (gl.3.15a)

(Ker smo postavili koordinatno izhodisCe v teziste
telesa, je xo = 0). Konéni rezultat je: '

Steinerjev stavek

Vztrajnostni moment telesa glede na poljubno os je
vsota vztrajnostnega momenta glede na vzporedno
tezis€no os in vztrajnostnega momenta a’m (kot &e bi
bila snov zbrana v tezis¢u), kjer je a oddaljenost obeh
vzporednih osi.

(3.38)

Primeri:-

1. Poisci vztrajnostni moment tanke, homogene palice
(dolzina b, masa m) glede na os skozi konec palice; os
je pravokotna na palico.

J=J, + a2m=mb¥12 + (b/2)m = mb¥3  (3.38a)

2. Koliksen je vztrajnostni moment homogenega valja
glede na os vzdolz plas¢a?
3mR?/2

J=J, +a*m=mR¥2 + mR2 (3.38b)

3. Nihalo stenske ure je sestavljeno iz dolge palice
(dolzina b, masa m,) in krogle (polmer R, masa m,), ki
je pritrjena na koncu palice. Kolikden je vztrajnostni
moment tega nihala glede na os skozi zgornji konec
palice?

Sestavljen je “iz_ vztrajnostnega momenta palice in
vztrajnostnega momenta krogle. Prvega Ze poznamo
(= mb?¥3, gl. 3.38a), drugega pa izraéunamo s Steiner-
jevim stavkom: my(b + R)® + 2m,R%5 (gl. 3.31).

J= Jpalice + Jkrog/e = m1b2/3 + mu(b + R)2 + 2m2R2/5

4. lzraCunaj vztrajnostni moment homogenega kvadra
(masa m, stranice a, b in ¢) glede na os skozi sredlsce
kvadra, vzporedno z robom c.

Kvader v mislih razrezemo na tanke ploséice (slika
3.35). ‘Ena takSna ploscica ima maso dm = gdV =
= pacdy; ker je oddaljena od osi za y, je njen vztrajno-
stni moment (s pomoc¢jo Steinerjevega stavka) enak:

= (a’/12)dm + y*dm = (y® + a%12) pacdy
Celotni kvader zajamemo ¢e gre y od —b/2 do +b/2:

J=[dJ= gacj (y + a*/12)dy = eac(a® + b?)b/12
J=m(a® +b2)/12 m = gabc (3.38¢c)

Ce postaneta a in ¢ << b, se kvader stanjsa v tanko

. palico z dolzino b; njegov vztrajnostni moment je tedaj

mb?/12, kar ze poznamo. -

Navor sile

Navor M sile F zaplsemo v vektorski obliki z enagbo -
(3.22): :

(merska enota: Nm)

pri ¢emer je r vektor oddaljenosti prijemalis¢a sile od
osi (slika 3.36). Smer navora M je dolodena s smerjo
vektorskega produkta vektorjev r in F (prvi vektor r
zasukamo tako, da se po najkrajsi poti pokrije z drugim
vektorjem F; kamor se pri tem zasuku premakne desni
vijak, tja kaze vektor M). Vektor navora je torej pravo-
koten na ravnino, ki jo tvorita krajevni vektor r prijema-
lisCa sile in sama sila F; ima smer osi, okrog katere se
vrti. Po velikosti je produkt sile in njene rogice, to je:

(3.39)

M=M= rFsiné=rF (3.40)

kjer je 6 kot med smerjo sile in smerjo vektorjar (roica
sile r' = r sind je pravokotna oddaljenost vrtiSéa od
smeri sile, gl. stran 64).

Iz definicije sledi, da se navor sile ne spremeni, e silo
pomikamo v njeni lastni smeri (saj se pri tem rocica sile
ne spremeni); seveda pa je ne smemo premikati para-
lelno, priblizati vrtiS€u ali oddaljiti od njega.

Ce ucinkuje na telo ve¢ sil hkrati, npr. Fy, F;, ...,
dolo¢imo navor vsake sile posebej (glede na dano

vrtilno os), npr. My = ry X Fy, My = r; X F, .., in nato
‘poistemo rezultanto vseh navorov:
M=M1+M2+...=r1XF1+r2XF2+... (341) .

Kako se telo vrti okrog neke vrtilne osi, je odvisno od
rezultante navorov (M) vseh delujocih sil. Pomembna
je projekcija navora vzdo# vrtilne osi. Sila najmocneje
vpliva na vrtenje telesa (povzrogi kotni pospesek), e je
njen navor usmerjen vzdolz vrtilne osi (Ce S|Ia leZi v
ravnini, pravokotno. na vrtilno os).

Recimo, da sile Fy, Fy, ... leze v isti ravnini (t. 4. kopla-
narne sile), in sicer v ravnini gravokotno na vrtiino os.
Na sliki (3.37) so sile v ravnini lista, vrtilna os pa je
pravokotna nanjo. Ker imajo navori teh sil enako smer
(smer vrtilne osi), jih lahko piSemo kot skalarje. S

;
|
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predznakom + ali — popiSemo usmerjenost navora |
vzdolz vrtilne osi. Ce sila pospesuje vrtenje (€e ima G 5

njen navor M smer kotne hitrosti ®), je njen navor
pozitiven, drugage pa negativen. Celoten navor M vseh 1
sil je potem dan z enacbo (gl. sliko 3.37):

|
o
M=r4F1—r§F2+0+r,’;F4 i b
|
|

Navor sile F; je v nasem primeru ni¢, ker je rocica te c
sile ni¢ (rj = 0), saj gre podaljsek sile skozi vrtilno os. ] L
N AN
a ‘ . N\
Navor rezultante sil i N N
! |
Rezultanta vseh zunanijih sil: I AR

F=F +F+F3+ ... Stika 3.35

|
dolo€a pospesek masnega sredisca telesa. Njeno lego H)
(to je njeno prijemali$ée) poiddemo z zahtevo, da bodi

njen navor M enak rezultanti navorov posameznih sil,

ki jo sestavljajo:

M=rXF=rXF +rnpXF+... (3.42)

tanto F postavimo na tak8no oddaljenost od vrtilne osi,
da je njen navor M enak rezultanti navorov vseh sil, ki
jo sestavljajo. Tako lahko z rezultanto F izradunamo ne -
le pospeSek a, masnega sredi$¢a telesa, ampak tudi
kotni pospesek vrtenja (& = M/J = r X FJ).

Tu je r krajevni vektor prijemalis¢a rezultante F. Rezul- Slika 3.36 ;R T
|

V splosnem je lega rezultante F (pri danih silah)
odvisna od vrtilne osi, okrog katere se telo vrti. Ce je ta
druga, moramo rezultanto F premakniti, da je njen
navor spet enak rezultanti navorov posameznih sil.
Tega pa ni treba napraviti, ¢e so sile vzporedne. Lega
rezultante vzporednih sil je neodvisna od vrtilne osi.
To trditev bomo dokazali s primerom.

Primera:

1. Poiséi rezultanto vzporednih sil F = 20N in F, =
= 30 N, ki sta razmaknjeni (paralelno).za a = 40 cm
(slika 3.38).

Ker sta sili vzporedni in ker se navori sil ne spremene, : FZ‘}
¢e sile pomaknemo v njihovih lastnih smereh, lahko sili '
F; in F, pomaknemo tako, da sta njuni prijemali§éi v isti
¢rti z vrtiséem 0 (gl. sliko 3.38). Sila F; je od vrtiséa O - B
oddaljena za b, sila F; za b + a, rezultanta F = F, — F,
pa za x, ki ga i§¢emo. Velja (gl. enadbo 3.41):

XF = Fyo(b+ a)- Fb ali
X=b+ aF,/(F,— F)

Vidimo, da je rezultanta F oddaljena od sile F, za ¢ = Slika 3.38
=x—-b-a=aF,/(F,~F;) =80cm, odsile Fpazac+a ' '
= aF,/(F; — F;) = 120 cm. Ker oddaljenost b vrtis¢a
- izpade, je oddaljenost rezultante F od sile F; oz. F,
neodvisna od lege vrti§c¢a 0. '

ol

Ker je lega rezultante neodvisna od vrtilne osi, lahko —— s
postavimo os tudi na mesto rezultante. Navor rezul-

tante glede na to os je torej ni¢. Prepri¢aj se, da sta ﬁz =-F
navora sil F; in F, glede na to os nasprotno enaka F,

(njuna rezultanta je nic). Slika 3.39
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Zgoraj smo ugotovili, da je rezultanta zunaj sil, ée sta
sili nasprotno usmerjeni, in sicer je na strani mo¢nejse
sile (F,). Ce pa sta vzporedni sili usmerjeni v isto smer,
je njuna rezultanta med njima, in sicer blize mo&nejsi
sili. :

2. Navor dvojice sil. Dvojica sil je par nasprotno ena-
kih sil (slika 3.39). Njuna rezultanta F je nié. Ce na telo
uCinkuje dvojica sil, masno sredi$ce telesa ali miruje ali
se giblje enakomerno (brez pospeska). Dvojica sil
vpliva edinole na vrtenje telesa. Tu nima pomena iskati
lege rezultante (1. primer za F; = F,), saj rezultante ni.
Pac¢ pa kljub temu obstaja rezultanta M navorov obeh
sil. Ta je neodvisno od lege vrti$¢a enaka:

M= aF, (3.43)

kjer je a paralelna razmaknjenost obeh sil. O tem se
najlazje prepriGamo, ¢e si mislimo vrti§¢e v prijema-
liSCu sile F;. '

Ce zelimo, da se prosto telo vrti na mestu (ne da bi se

njegovo masno sredis¢e premikalo), moramo na telo
ucinkovati z dvojico sil.

Navor teze telesa — teziSce

Zanima nas, kako se telo vrti pod vplivom lastne teze.
Teza uéinkuje v navpiéni smeri, zato je njen u¢inek na
vrtenje najveéji, ¢e je vrtilna os vodoravna. Na sliki
(3.40) je navpicni prerez telesa; vrtilna os je pravokotna
na ravnino lista. Teza mg je zvezno porazdeljena po
celotni prostornini telesa. Na masni element dm
odpade diferencialna teza gdm; teh je zelo (neskon¢-
no) mnogo. Posamezne diferenciaine teze so vzpo-
redne, zato je njihova rezultanta (to je celotna teza
telesa) kar vsota oziroma integral:

fgdm = gfdm = gm = teZa telesa

Diferencialne teze elementov, ki so desno od navpié-
nice skozi vrtis€e 0, vrtijo telo v smeri vrtenja urnega
kazalca; one na drugi strani pa v nasprotni smeri.
ISéemo rezultanto navorov posameznih diferencialnih
tez.

Skozi vrtiS€e 0 potegnemo vodoravno koordinatno os
x, tako da je vrtiS¢e v koordinatnem izhodis¢u. Koordi-
nata x masnega elementa dm je obenem rocica teze
gdm tega elementa glede na vodoravno os skozi koor-
dinatno izhodis¢e 0. Navor dM tezZe tega elementa je
zato:

-dM = xgdm
Navori elementov na desni strani vrti§éa (x > 0) so
pozitivni, na levi strani (x < 0) pa negativni. Rezultanta
teh navorov je navor celotne teze telesa:
M= fdM = fxgdm'= gfxdm
Rezultanto navorov pisemo kot navor rezultante:
M=1-mg

kjer je I rocica celotne teZe:

] 3. TELO e

= (1/m)fxdm = X¢ (gl. 3.15a)
enaka koordinati x; masnega sredi§c¢a telesa. Ne glede
na lego vrti§éa velja, da teza vrti telo tako (s tak3nim
navorom), kot da bi bila zbrana v masnem sredi$¢u
telesa. Zaradi tega se masno srediSée togega telesa
imenuje tudi teziSée. Seveda v resnici teza ne »prije-
mije« v tezis€u (saj je porazdeljena po celotnem telesu
in ucinkuje na vsak deléek telesa), paé pa se telo vrti
tako, kot da bi celotna teza delovala iz njegovega
tezis€a. Vidimo, da se telo ne giblje le translatorno
skozi prostor pod vplivom zunanijih sil, kot da bi bila
njegova masa zbrana v tezi§¢u, ampak se pod vplivom
teZe vrti tudi okrog stalne osi, kot da bi tezis¢e vsebo-
valo celotno teZo telesa.

Navor teZe telesa glede na dano vrti§ée 0 izraéunamo
tako, da vzamemo, kot da teza mg »prijemlje« v tezi§¢u
telesa (slika 3.41), zato velja:

(3.4

Ce je tezisée desno od vrtiséa (xc > 0), se telo pod
vplivom lastne teze zavrti v smeri vrtenja urnega
kazalca. Telo se zaradi lastne teZe ne zavrti, Ce je
tezis¢e pod vrtis¢em ali nad njim, torej ¢e sta tezisce in
vrtiS€e na isti navpiénici, t. i. teziS¢nici (slika 3.42). Ker
je tedaj xc = 0, je tudi M = 0. ’

Mehansko ravnovesje

Telo je v mehanskem ravnovesju, ¢e je pospesek nje-
govega teziSa ni¢ in ¢e ni kotnega pospeska okrog
poljubne osi skozi tezisce:

ac =0 (3.45a)
=0 (3.45b)

To dosezemo, ce je rezultanta vseh zunanjih sil, ki
uginkujejo na telo, ni¢, in e je rezultanta vseh navo-
rov, ki vrtijo telo okrog poljubne osi, enaka ni¢:

Potreben in
F=)F=0 zadosten pogojza (3.46a)
i mehansko ravnovesje.
M=)M=0 togega telesa (3.46b)
1

TezisCe telesa, ki je v mehanskem ravnovesju, miruje
ali se giblje enakomerno s stalno hitrostjo. Ce je telo
mirovalo v trenutku, ko so se izniCile zunanje sile,
miruje tudi naprej. Ce se je tedaj gibalo, se gibije
naprej z nespremenjeno hitrostjo. Mirovanje trzisca
oziroma njegovo enakomerno gibanje ne zadostuje za
mehansko ravnovesje. Potrebno je 3e, da se telo ne vrti
neenakomerno (pospeseno ali pojemajoce), kar zago-
tovimo, ée izniéimo rezultanto vseh navorov. Ce se v
trenutku, ko rezultanta navorov postane ni¢, vrti z neko
kotno hitrostjo, se vrti tudi naprej enakomerno z enako
kotno hitrostjo.

'V tehniskih strokah se mehansko ravnovesje teles

obravnava v okviru statike. Vendar ne pozabimo, da z
mehanskim ravnovesjem ni vedno povezano mirovanje
telesa. Telo se lahko tudi giblje, vendar enakomerno.

|
N
[
|
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Primeri:

1. Lokomotiva na mostu. Most (dolzina b, masa M) je
na konceh podprt. Cezenj pelje lokomotiva (masa m) s
stalno hitrostjo v. Kako se sili N, in Ng, s katerima most
pritiska na podpori A in B spreminjata s ¢asom zaradi
gibanja lokomotive? (Slika 3.43)

Na most ucinkujejo tele zunanje sile: podporni sili N, in .

Ns navzgor ter teza lokomotive (mg) in samega mostu
{Mg) navzdol. Njihova rezultanta mora biti ni¢:

N + Ng—mg-Mg = 0 ali Ny + Ng = mg + Mg

(Podporni sili skupaj sta enaki celotni tezi tovora —
mostu in lokomotive). Drugi pogoj mehanskega ravno-
vesja (3.46b) uporabimo za os skozi podporno toé¢ko A
(ali B). Teza lokomotive vrti most navzdol z navorom
xmg (x je oddaljenost lokomotive od leve podpore A,
enaka je vi), teza Mg mostu pa ga vrti z navorom Mgb/2
(gl. 3.44). Tema navoroma nasprotuje podporna sila
Nz, ki vrti most navzgor z navorom bNs. Rezultanta
vseh teh navorov je ni¢ (most miruje):

bNg — xmg — (bi2)Mg = 0 ali
Ng = Mg/2 + (x/b)mg, x = vt

Podobno dobimo podporno silo N, (vrtisée je v pod-
pori B): -

Ny = Mg/2 + (1 - x/b)ymg

Ko je Jokomotiva na sredi mostu (x = b/2), sta podporni
sili enaki (Ny = N = Mg/2 + mg/2), drugaée pa je bolj
obremenjena tista podpora, ki je blize bremenu (loko-
motivi). V zadetku, ko je lokomotiva nad podporo A (x

= 0), je Ny = Mg/2 + mgin N3 = Mg/2, na koncu (x = b)

pa obratno.

2. Tehtanje z vzvodno tehtnico (slika 3.44). Ce vzvod
ni podprt natanéno v teZis¢u, morata biti prazni skode-
lici razli¢no tezki, da je tehtnica v ravnovesiju. Merjenec
zmaso m, ki jo zelimo dolo¢iti, polozimo npr. na desno
skodelico, na levo pa postavimo znano ute? my, Ki
uravnovesi tehtnico. Meritev nato ponovimo: merjenec
damo na levo skodelico in uravnovesimo tehtnico z
drugo utezjo m, na desni skodelici. Dokazali bomo, da
je masa merjenca enaka geometrijski sredini mas obeh

utezi: m=Vmm, -

Pogoj za mehansko ravnovesje (glede na vodoravno

vrtilno os skozi podporno totko vzvoda) prazne teht- v

nice da enacbi:

N—(M0+M1 +M2)g=0 ter
Mogx + Mog(L + x) — Myg(L—x) = 0

kjer je x odmik teziséa vzvoda od vrtiséa: My, My in M,
SO mase vzvoda ter leve in desne skodelice. -

Za prvo tehtanje se navori izni¢ijo z enacbo:
Mogx + (M + m)g(L + x) — (M; + my)g(L —x) = 0
za drugo pa z enacbo:

Mogx + (My + my)g(L + x) — (M; + mg(L-x)=0

Slika 3.41

Slika 3.42

my
M,
v
(Mytmy)g

NT M, §

Slika 3.44

(M+m)g
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Sila N v podpori je vsakokrat enéka celotni tezi vseh
bremen (vzvoda, skodelic, merjenca in utezi).

Od zadnjih dveh enacb odstejemo enacbo ravnovesja
navorov prazne tehtnice (da se izlodijo mase vzvoda in
praznih skodelic) in dobimo enaébi:

m(L + x) = m'1(L—x) ter
my(L + x) = m(L —x)

Enac¢bi med seboj delimo in ostane: m/m, = m/m ali
m? = m,m,, Kar je bilo treba dokazati. Z dvojnim tehta-
njem lahko maso merjenca izrazimo z masama utezi,
ne da bi vpletali podatke o sami tehtnici.

3. Decimalna tehtnica je razmeroma zapleten sistem
vzvodov, prirejen za tehtanje tezjih tovorov (slika 3.45).

Posamezni vzvodi so izbrani in razporejeni tako, da je.

odcitek teZze tovora (T) neodvisen od lege tovora na
tehtalni plos¢i. Poleg tega je utez T na skodelici, ki

uravnovesi tehtnico s tovorom, natanko desetina teze -

tovora (odtod ime decimalna tehtnica).

Na sliki (3.45) so oznacene sile F;, F, in F, ki jih
potrebujemo za uravnove$enje navorov v posameznih
vrtiséih. Za ravnovesje glavnega vzvoda okrog vrtis€a 0
dobimo enacbo:

TL = F1a + ng
Sili F; in F3 podpirata tehtalno plos¢o s tovorom, zato
je:

F1 + F3 = mg

Izenaéenje navorov glede na vrti§¢e B da enacbo:

Fi(b + d-a) + F;¢ = mgx

pri éemer je x oddaljenost tezis€a tovora od vrtis¢a B.
Preostane Se ravnovesje navorov za podporno ogrodije,
ki je pod tehtalno plosco:

Fo.d = Fac
Iz zgornjih enadb izlo€imo F; ter F, in dobimo:

Fi=mg(x-c¢c)(b+d-—a-c) ter
TdL = bc - mg + (ad — bc)F;

Vidimo, da postane od¢itek T neodvisen od F; (ki
vsebuje x, to je lego tovora na tehtalni plos¢i), ¢e je ad
—bc =0 ali -

alb = cid

Pri tako izbranih dolzinah vzvodov je odcitek T dan z
enacbo (ne glede na lego tovora na tehtalni plosci):

T=(all)mg
Za L = 10a potemtakem dobimo: T = mg/10, kar je

znacdilno za decimalno tehtnico.,

Pri zgornjem izvajanju smo zanemarili teZo tehtalne
plosCe in teZo skodelice. Ponovi raduna tako, da ju
upostevas.

4. Viseéi most. Levi konec vodoravnega mostu je vpet
v zid, na prosti strani pa je most z vrvjo poSevno

‘navzgor pritrjen v zid (slika 3.46). KolikS$na je sila F, v

vrvi in s kolikS§no silo u¢inkuje zid na levi konec mostu?

Ker vrv vleGe most posevno navzgor k zidu, ima sila
zidu vodoravno komponento R, ki odriva most in tako
vzdrzuje ravnovesje z vodoravno komponento sile F, v
VIvi:

R = F,cosg
Za navpi¢ne komponente sil velja ravnovesna enacba:

F,sing + N=mg ali
N = mg - F,sing

Navore sil izni¢imo glede na os, okrog katere bi se
most zavrtel, ¢e bi se vrv strgala. Teza mostu (mg) vrti
navzdol z navorom mglL/2, sila v vrvi pa vrti navzgor z
navorom F,bsing (b je oddaljenost pritrdis¢a vrvi od
vrtiSéa mostu). Sledi: ’

F,bsing —mgL/2 =0 ali

F, = mgL/(2bsing) ter .
N = mg - F,sinp = mg(1 — L/2b)
R = F,cosp = mg(L/2b)ctge

Vidimo, da v zidu ni navpi¢ne podporne sile (N = 0), ¢e
je b= L/2, Ee je torej nosilna vrv vpeta v teziS¢u mostu.
Tedaj je navpiéna komponenta sile v vrvi enaka tezi
mostu (ne glede na naklon g vrvi). Zab< L/i2je N< 0
(navpiéna sila v zidu je usmerjena navzdol).

5. Drsenje lestve ob zidu. Lahka lestev (dolZina L) je
prislonjena ob navpiéno steno, tako da oklepa két ¢ z
vodoravnimi tlemi (slika 3.47). Stati¢ni torni koeficient
med tlemi in lestvijo je ky, med lestvijo in steno pa k..
Po lestvi se vzpenja Elovek z maso m. Kako visoko se
mora vzpeti, da lestev zdrsne? Maso lestve zanema-
rimo v primerjavi z maso ¢loveka.

Na lestev uginkujejo sile: teza mg ¢loveka ter sila tal in
sila stene. Zadnji razstavimo na navpiéni in vodoravni
komponenti. Vodoravna komponenta sile tal je usmer-
jena k steni (ker ho¢e spodnji konec lestve zdrsniti
pro¢ od stene) in med ¢&lovekovim vzpenjanjem
naraS¢a do najvecje mozne vrednosti k;N;. Navpicna
komponenta sile stene je usmerjena navzgor in
naras$c¢a do zgornje vrednosti kxN..

Vzemimo, da lestev zdrsne, ko se ¢lovek povzpne po
lestvi za x. Tedaj doseze vodoravna komponenta sile

‘tal zgornjo mejo k;Nj, navpi¢na komponenta sile stene

pa zgornjo mejo koN,. Tik pred zdrsom Se veljajo pogoji
mehanskega ravnovesja.

Rezultanta vseh sil, ki ué¢inkujejo na lestev, je ni¢:
N, +k2N2—mg=0 in

k1N1 - N2 =0 ali
Ni=mg/(1 + kiko) , N = kN,

Rezultanta vseh navorov (npr. glede na vodoravno os
skozi spodnje dotikalisCe lestve) je ni¢:

mgx cos@ — koN,Lcosp — NyLsing = 0 ali
" X = LNy(k, + tg@)/mg = Lk(k; + tge)/(1 + kikz)

Vidimo, da je najvisji vzpon neodvisen od mase ¢loveka

(Ce je le ta velika v primerjavi za maso lestve). Po lestvi
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se lahko vzpenjamo brez bojazni, da bo zdrsnila, ¢e je
zgornji konec lestve pritrien k steni, Cemur ustreza k;
— o, Pri konéno velikem k, pa se je nemogoce vzpe-
.njati po lestvi, ¢e so tla ideaino gladka: za ky = 0 je tudi
x = 0. V sploSnem se lahko dlje vzpenjamo po lestvi, ¢e
je ta bolj pokonéna (vecjemu kotu ¢ ustreza vecji x).

6. Prevrnitev zaboja med drsenjem. Po vodoravnih
tleh vle¢emo kockast zaboj (masa m, stranica b), da
drsi enakomerno s stalno hitrostjo (slika 3.48). Najmanj
kolik8en két @ mora oklepati vieéna sila F z vodoravno
smerjo, da se zaboj med drsenjem ne prevrne?

Ker zaboj drsi transiatorno s stalno hitrostjo, so sile in
navori v ravnovesju: rezultanta sil je ni¢ in rezultanta P ]
navorov je ni¢. Za projekcije sil v navpiéni smeri velja: ‘ Slika 3.45
Pl

Fsing+ N—-mg=0aliN=mg- Fsing
za vodoravne projekcije pa:

Fcosp— kN =0 = F cosp — k(mg — F sing) ali / Slika 3.46
F = kkmg/(cosp + ksing) /

Zaboj se ne prévrne okrog vodoravne osi skozi rob |

0 (gl. sliko 3.48), ¢e je navor teZe zaboja (mgb/2) vecn / Fy . - O

od navora vlecne sile (Fb cosg): , ) i

mgb/2 > Fb cosgp ali R
F < mg/(2 cosg) '

Vstavimo F iz zgornje enaCbe za enakomerno drsenje y - ¢Mmg
in dobimo pogoj, ki mora biti izpolnjen, da se zaboj L/2 L/2
med enakomernim drsenjem ne prevrne:

tgp > 2 — 1/k

Pri zelo mo&nem trenju (k; > 1) se torej zaboj ne
prevrne, Ce je tgp > 2. Na povsem gladki podlagi (k;
— 0) pa zaboja ni mogoce prevrniti, &etudi je vleéna
sila usmerjena skoraj navpi¢no navzdol (¢ = —90°).

7. Viseta palica. Homogena palica z enakomernim - '
. . < : . Slika 3.47

prerezom S ima maso m in dolzino b; z enim koncem je

pritrjena na strop, tako da visi. Kolik§na je notranja sila

F na razli¢nih prerezih v palici? (Slika 3.49)

Na prerezu S v globini x pod pritrdiséem palice uéin-
kuje sila F(x), kar pomeni, da spodnji konec palice Guti
silo F(x), s katero ga zgornji de! palice vieée navzgor
~(leva sila na sliki 3.48), sam pa obenem vlec¢e zgorniji
del palice z enako veliko silo navzdol (desna sila na
sliki). Na spodnji del palice torej delujeta sila F(x)
navzgor in teza mg(b — x)/b navzdol. Ker palica miruje,
je:
F(x) = mg(1 - x/b). m= oV = oSb b 4

Na spodnjem prostem koncu palice (x = b) seveda ni
notranje sile: F = 0. Notranja sila enakomerno nara§¢a
navzgor in je najvecja na zgornjem (pritrjenem) koncu
palice (x = 0), kjer je enaka celotni teZi palice (F = mg). b

Natezna napétost v palici zaradi lastne teze palice je: mg \

% I ,
N
S koliksno silo ug¢inkuje palica na strop? Oznadéi to silo
na sliki. : Slika 3.48

N

o(x) = F(x)/S = gg(b—k) (gl.3.18) - (3.47)
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8. Veriznica je krivulja, v katero se povesi vrv ali veriga
(kabel itd.) zaradi lastne teze; konca verige sta razma-
knjena (npr. za a) in pritrjena enako visoko (stika 3.50).

Veriga z maso m in dolzino b je homogena; na enoto
dolZine odpade masa u = m/b. Izhodisée koordinat-
nega kriza (0) postavimo v najspodnej$o to¢ko pove-
Sene veriznice, ki je na sredi med podpornima to¢kama

- Ain B.

Enaébo veriznice najlazje pois¢emo v parametriéni
obliki, s pomoé&jo parametra s (dolzina loka veriznice),
ki ga merimo iz koordinatnega izhodi$¢a 0 vzdolZ kri-
vulje veriZznice. Za lo¢ni element ds veriznice velja:
dx = dscos®@ in dy = dssin8, pri ¢emer je 8 naklonski
két tangente na veriznico v tocki P.

Ravnovesni pogoj za viseéi del veriznice med izhodi-
8Cem 0 in tocko P (gl. sliko 3.50a) da enadbi:

FsinB = teza = sug in
F cosf = Fy

F je notranja sila v to¢ki P veriznice, Fy pa v najspod-
nejsi toéki veriznice. Enacbi kvadriramo in sestejemo
in dobimo:

F=VF + 2g?s
Sledl

. dx = dscos® = dsFy/F = Fo(

dy = dssiné = ds - ugS/F = ugs(F§ + 1gPs?) " ds

Po integraciji obeh enaéb dobimo enaébo veriZnice v
. parametri¢ni obliki:
x = plIn(sip + m) = p arsh (%)
kjer je p = Folug
Y=V 5 —p
Iz prve enagbe najprej izrac‘:unramo:
s=p sh(x/p)

in nato vstavimo v drugo enaébo, da dobimo enaébo
veriznice v eksplicitni obliki:

y=plch{x/p)-1] (3.48)

V parametru p = Fy/ug nastopa notranja sila Fy (v
najspodnejSem delu poveSene veriznice), ki je odvisha
od dolzine verige (b) in od njenega razpona (a). Velja:
b = 2sza x = a2, to je:

b = 2p sh(a/2p)

Iz te enaébe z znanimi podatki za dolzino (b) in razpon
(a) veriznice izraGunamo. parameter p, ki ga nato vsta-
vimo v enacbo veriZnice (3.48). Najvedji poves veriznice
Yo je dan z enacbo:

Yo = y(&/2) = p [ch(a/2p) - 1]

Dinamika togega telesa

NajenostavnejSe gibanje togega telesa je translatorno

gibanje: vsak del telesa ima enako hitrost in enak

+ u?g*s%)Vds  ter

pospesek (gl. str. 76). Kakor se giblje tezisce, tako se
giblie vsak del telesa (slika 3.51). Na sliki (3.52) je
skiciran translatorni posevni met palice. Kako moramo
vre€i palico poSeviho navzgor, da bo letela transla-
torno?

Drug enostaven primer gibanja togega telesa je rota-
cija, to je vrtenje okrog stalne osi skozi tezis¢e telesa.
Tezis¢e miruje (v, = 0) in z njim vred mirujejo vse toke
telesa, ki so na vrtilni osi. Ostali deli telesa pa kroZijo
okrog osi z obodno (tangentno) hitrostjo v’ = rw, kjer je
w kotna hitrost vrtenja telesa, r pa pravokotna oddalje-
nost od vrtilne osi (slika 3.53; vrtilna os je pravokotna
na ravnino lista). Cim bolj je del telesa oddaljen od
vrtilne osi, tem hitreje se giblje. Tako se npr. gibljejo
rotorji v raznih strojih in motorjih, osi, gredi ipd. Vrte¢a
se telesa so ve¢inoma osno simetri¢na; simetrijska os
telesa je vrtilna os. .

S translacijo in rotacijo lahko sestavimo posebno vrsto
gibanja — kotaljenje. TeZi5Ce telesa se giblje, obenem
se telo vrti okrog osi skozi tezisce, vendar tako, da se
smer vrtilne osi med gibanjem ne spreminja. Pri kota-
lienju se vrtilna os premika paralelno sami sebi.

Hitrost v poljubnega dela telesa je sestavljena iz hitro-
sti v, zaradi gibanja tezis¢a in iz obodne hitrosti v’
zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezisce:

v=v,+V (3.49)
Na nekaterih mestih se hitrosti v, in v’ se$tevata,
drugje odstevata. Ce je le telo dovolj veliko, obstaja na
njemu mesto, kjer je hitrost zaradi gibanja tezis¢a
ravno nasprotno enaka hitrosti zaradi rotacije: v, = -
v’; trenutna hitrost tega mesta je ni¢ (v = 0). Ce je
takSno mesto dotikalisce telesa s podlago, pravimo, da
se telo kotali po podlagi (brez podrsavanja). Na sliki
(3.54) so oznaceni vektorji hitrosti (v) za nekatera
mesta valjastega ali kroglastega telesa (s polmerom R),
ki se kotali po vodoravni podlagi. Tezi$te telesa se
giblje v desno s hitrostjo v,, obenem se telo vrti okrog
vodoravne osi skozi sredisce telesa s kotno hitrostjo w
(v smeri vrtenja urnega kazalca), tako da je:

V. =Vv' = Rw | pogojza kotaljenje (3.50)

Dotikalid¢e telesa s podlago bi se moralo gibati v
desno s hitrostjo v, in obenem v levo s hitrostjo v =

= Rw. Ker je v, = R, je njegova trenutna hitrost nig¢,
kar pomeni, da ne podrsuje. Brz ko je v, # R, telo
podrsuje po tleh, in sicer:

V. > Rw telo podrsuje v smeri gibanja
V. < Rw telo podrsuje proti smeri gibanja

Profil hitrosti posameznih mest kotaleéega se telesa
(gl. sliko 3.54) nakazuje, da lahko kotaljenje predsta-
vimo kot rotacijo okrog trenutne osi skozi dotikalisée
telesa s podlago. Hitrosti posameznih mest kotaleéega
se telesa so taksne, kot da bi se telo vrtelo s kotno
hitrostjo w okrog trenutne osi skozi dotikalise (ta
vriilna os se premika s hitrostjo tezis¢a v, vzporedno
sami sebi). Hitrost v poljubnega dela telesa je npr.
pravokotna na veznico r mesta z dotikali$¢em in enaka

. ro. Med Kkotaljenjem se najhitreje giblje zgornja toéka

telesa — z dvakratno hitrostjo tezis¢a (= 2v,).




DINAMIKA TOGEGA TELESA

Translacija, rotacija in kotaljenje so enostavni primeri’

gibanja togega telesa. V splosnem je gibanje bolj
zapleteno, saj se med gibanjem lahko spreminja tudi
smer vrtilne osi. TakSnega splo§nega gibanja togega
telesa ne moremo obravnavati s preprostimi matema-
tiénimi sredstvi, ki so nam na razpolago na tej stopniji.

Ne glede na to, kako se telo giblje, velja tole:

Pospesek tezis¢a telesa je odvisen od rezultante F vseh
zunanjih sil.

(9l 37)

* Ce tezi$ée telesa miruje (ali se giblje enakomerno s

stalno hitrostjo), je rezultanta vseh sil, ki u¢inkujejo na
telo, enaka nié.

Vrtenje telesa dolo¢a rezultanta M navorov vseh zuna:
njih sil:

@527

kier je a kotni pospesek, J pa vztrajnostni moment
telesa glede na vrtilno os. Ce se telo ne vrti (ali e se
vrti enakomerno s stalno kotno hitrostjo), je rezultanta
vseh zunanjih navorov enako ni¢.

Primeri:

1. Prevrnitev avta na ovinku. Na strani 46 smo raéu-
nali najvedjo hitrost,”s katero lahko vozi avto skozi
vodoravni ovinek, ne da bi zdrsnil. Cetudi ne zdrsne, se
pa fahko prevrne. Tokrat nas zanima, pri koliksni hitro-
sti se avto prevrne. V tej zvezi sta pomembni predvsem

viSina h tezis¢a nad tlemi ter razdalja b med kolesoma.

Problem najhitreje razre§imo v neinercialnem koordi-
natnem sistemu, ki se giblje skupaj z avtom skozi
ovinek (slika 3.55). Avto se zaéne prevracati okrog osi
skozi podporno toc¢ko 0 kolesa na zunanji strani
ovinka, ko je navor centrifugalne vztrajnostne sile mv?/
R (gl. str. 50) vecji od navora teZe avta:

(mv¥R)h = mgb/2  ali

v = VgbRI2h

Nekoliko ve¢ dela je treba, e zelimo primer razresiti iz
mirujocega inercialnega koordinatnega sistema (slika
3.56). Na avto utinkujejo sile: teza avta mg ter sili tal na
kolesi; zadnji razstavimo na navpiéni komponenti N, in
N, ter na vodoravni komponenti F; in F, (ti sta usmer-
jeni k sredis¢u ovinka in omogocata radialni pospe-
Sek). Ker se tezis¢e C giblje s hitrostjo v po vodorav-
nem krogu s polmerom R, to je z radialnim pospe$kom
V¥R v vodoravni smeri k sredid&u ovinka, zadosc¢ajo
sile ravnovesnima enaé¢bama:

N1+N2—mg=0in ]
F1+F2=mV2/R

Vsota navorov glede na os skozi teZi§ée je nié (ker se
avto ne prevraca):

(F1.+ Fa)h + Nyb/2 = Nyb/2 = 0 ali
Nz — Ny = (2h/b)(Fy + F,) = (2h/b)(mv¥R)

75
/.
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Slika 3.49

Slika 3.50
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Slika 3.50a

Slika 3.52
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Ker je Ny + N, = mg, dobimo:

N, = mg/2 - mvh/bR
N, = mg/2 + mv®h/bR

Vidimo, da je kolo na zunanji strani ovinka bolj obre-
menjeno kot notranje kolo (N, > N,); razlika je veéja, Ce
se avto giblje hitreje. Avio se zacne prevradati v tre-
nutku, ko se pritisk notranjega kolesa na tla zmanjSa
na ni¢ , kar se zgodi pri hitrosti. vy, za katero velja:

N, =0 = mg/2 — mv?,.h/bR ali

Viax = VgbR/2h

kar ze poznamo. Skozi ovinek lahko vozimo hitreje
(brez bojazni, da bi se avto prevrnil), ¢e je teziSCe avia
nizje (manj$i h) in &e sta kolesi bolj razmaknjeni (vegji
b) ter (seveda) e je ovinek blazji (vedji R).
2. Utezi na 8kripcu (slika. 3.57). Utezi m; in m, sta
privezani na skupno vrv, ki vodi okrog oboda pritrje-
nega Skripca. Ta se lahko prosto vrti okrog vodoravne
osi. S kolikinim pospeskom se gibljeta utezi in kolik-
8na je sila v vrvi?
Vzemimo, da tezja utez m, pada s pospeskom a. Ker je
vrv napeta, se lazja utez m; dviga z enako velikim
pospeSkom. Vrv ne podrsava po obodu $kripca, zato se
Skripec vrti pospeseno; vrtita ga sili Fy in F, v vrvi na
obeh straneh, ki sta zato razli¢ni.
Na utez m, delujeta teza m,g navzdol in sila F; v vrvi
" navzgor:

myg - F, = mya
Za ute? m, pa velja:

Fi—mg = ma

. - Pospes8ek a gibanja utezi je obenem tangentni pospe-

Sek vrtenja Skripca (ker vrv ne podrsava po obodu
Skripca), torej se Skripec vrti s kotnim pospeskom a =
= a/R (R je polmer Skripca). Tega povzrocCata sili Fy in
F, (trenje v Iezajlh zanemanmo) ki vrtita Skripec z
navorom:

M= (F,— F))R = Ja = Ja/R
{J je vztrajnostni moment Skripca)

Iz enagb dinamike za uteZi in $kripec izratunamo nez-
nane koli€ine a, Fy in F,:

a= (m,— m)g/(imy + my, + JIR?)
F1 m1g(2m2 + J/Rz)/(m1 + my, + J/Rz)
Fa = Mpg(@2my + JIR?)/(my + m, + JIR?)

Ce je $kripec lahek v primerjavi z utezema, tako da je
JR? << my 0z. m,, se zgornjl izrazi poenostavijo v:

a= g(m2 - m1)/(m1 + m2)
Fy = 2mymugl(my + my) =

Tedaj sta sili v vrvi na obeh straneh $kripca enaki (saj
Skripec nima zadosti vztrajnosti, da bi se upiral potegu
utezi). Druga skrajnost je izredno teZzak Skripec, tako
daje JR?>> m 0z. myina=O0ter F, = mgin Fa = myg
(8kripec se zaradi velike vztrajnosti praktlcno ne vrti,
utezn na vrvi mirujeta). .

S kolik$no silo u€inkuje vrtilna os na Skripec? Kolik§en
je navor te sile (trenje zanemarimo)?

3. Padanje palice. Homogena palica z maso m in
dolZino b stoji pokonci na vodoravnih tleh (slika 3.58).
Palico rahlo sunemo, da za¢ne padati. S kolik$no hitro-
stjo udari zgornji konec palice ob tla, ¢e spodnji konec
ne zdrsne?

Palica se med padanjem vrti okrog vodoravne osi skozi
podnoZisé¢e 0. Ko oklepa z navpi¢nico két ¢, deluje
nanjo navor teze M = mg(b/2)sing, ki vsiljuje kotni
pospesdek a:

M = Ja

mg(b/2)sing = (mb%3)a ali

a = (3gi2bysing = 22— de  de _ S dw
dt de dt dp

d(w? = (3g/b)singpdg

Enaébo integriramo od zaéetne Iegé (p=0inw=0)do
vmesne lege (¢ in w). Dobimo:
w* = (3g/b) | singdp = (3g/b)(1 - cosg)
0

Palica pade na tla (¢ = 90°) s kotno hitrostjo w; =

= V3g/b . Konec palice torej udari ob tla s hitrostjo

V3gb .

S kolikSno hitrostjo bi konec palice padel na tla, e bi
prosto padal?

vi = bwy =

4. Pol pospeska. Kadar udarjamo s tezkim kladivom
ali sekiro, moramo drzati ro¢aj na pravem mestu, da
sunek udarca ni premocan. Drzati moramo na mestu,
kjer je t. i. pol pospeska.

Vzemimo dolgo palico in jo udarimo s silo F (vpliv
drugih sil zanemarimo). Ce jo udarimo v tezis¢u, se
palica premakne translatorno s pospeskom a, = F/m
(m = masa palice). Ce pa jo udarimo izven tezis¢a, se
palica (dodatno translaciji) tudi zasuée okrog osi skozi
teZiS€e s kotnim pospeskom o = M/J = fFlJ, Kjer je J

“vztrajnostni moment palice glede na os skozi tezi§ée, f

pa rocica sile (slika 3.59). Zaradi zasuka palice dobi

- vsak del palice (dodatno k pospesku a, zaradi premika.

tezisCa) 8e tangnetni pospeSek a = xa, pri &emer
merimo x iz tezi¢a. Celoten pospesek dela palice na
oddaljenosti x od tezi¢a je torej:

a(x) = a, + a = a, + xa = Fim + xfFlJ

Levo od tezi§éa (x negativen) si pospeska zaradi pre-
mika teziS€a in zaradi zasuka palice nasprotujeta. Pol
pospeska je tista tocka (P) na palici, kjer je celoten
pospesek nic, kjer je pospesek tezis&a ravno nasprotno
enak tangentnemu pospesku zaradl zasuka palice; to
se zgodi pri x = — p:

a(-p)=0= Fim-pfFlJ ali

p = Jimf (3.51)

Pol pospeska se kljub udarcu zunanje sile ne prema- -

kne; njegov pospesek je ni€. Lega pola na palici je
odvisna od mesta udarca (f) sile, vedno pa je na drugi
strani teziscéa. Ce npr. udarimo homogeno palico (z
dolizino b) na koncu (f = b/2), je pol pospeska oddaljen
od drugega konca palice za b/3.

Podoben primer: Na kateri visini (h) nad tlemi moramo
suniti biljardno kroglo v vodoravni smeri, da po udarcu

; *T!
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a4

‘ ne zdrsne? Dotikalis¢e krogle s tlemi mora biti pol

pospeska (p = R), zato: R = J/m(h - R), kjer je J

vztrajnostni moment krogle (= 2mR?5, gl. 3.31). Sledi: -

h = 7R/5. Kroglo moramo suniti na visini 0,4R nad
njenim sredis¢em.

5. Valjar. Valj z maso m in polmerom R lezi na vodo-
ravnih tleh. S koliksnim pospeskom se giblje njegovo
teziSCe, ¢e ga vleGemo v vodoravni smeri s silo F,
katere podaljSek gre skozi tezise? (Slika 3.60)

Valj se kotali. Kotaljenje pa lahko obravnavamo kot
rotacijo okrog trenutne osi skozi dotikalis¢e 0. Okrog
te osi pospeSuje vrtenje le vleéna sila F; njen navor je
M = FR. Valj se torej vrti okrog dotikali3éa 0 s kotnim
pospeskom a = M/J, kjer je J vztrajnostni moment valja
glede na os skozi 0 (= 3mR?2, gl. 3.38b):

a = 2F/3mR
Tezisce va—lja se giblje s pospeskom:
a. = Ra = 2F/3m
(Ce bi bil valj prost — ne na tleh — bi se njegovo tezisce

zaradi vle€ne sile F gibalo $ pospeskom F/m, tako pa je
zaradi kotaljenja po tleh pospesek manijsi).

Enak rezultat dobimo, &e napisemo enacbo za gibanje
tezid¢a in enacbo za vrtenje valja okrog osi skozi te-

ZiscCe: .
N-mg=20
F—F' = ma,
FR=Ja=JalR
Odtod izradunamo:
a, = FIlm + JJ/R? = 2F3m (J, = mR?%2)
Vodoravna komponenta sile podlage (ki vrti valj) je:

F' = Je.a,/R? = FI(1 + mR%J,) = FI3

Dokler je ta komponenta manj$a od stati¢éne torne sile

(= ksN = k;mg), se valij po podlagi $e kotali. Pri F =

3ksmg pa za&ne valj podrsavati po tleh.

Zgornjemu primeru je podobna znana igra¢ka jo-jo
(slika 3.61). Kolo ima gred s polmerom r; okrog gredi je

- navita vrv, katere prosti konec drzimo v roki. Ko kolo

spustimo, zafne .pospeseno padati, pri ¢emer se
pospeseno vrti, vrv pa se odvija. S kolik§nim pospe-

. 8kom pada tezisce kolesa? Uporabimo zgornii rezultat,

le da je vle€na sila F zdaj teza mg:

a, = mgl/(m + Jr*) = g/(1 + Jmr?)
Ce se vrv pretrga, pada tezis¢e kolesa s teihirh pospe-
§kom g; vrv pa zadrzuje padanje, saj se mora kolo med
padanjem tudi vrteti. Kolo pada s tem manjsim pospe-
8kom, ¢im vedji je njegov vztrajnostni moment.

6. Balinanje. Kroglo zalu¢amo translatorno z zadetno
hitrostjo v, po vodoravnih tleh. S koliksno hitrostjo se
na koncu giblje tezisce krogle? Na kolik&ni razdalji (x,)
in po koliksnem &asu (t;) od mesta oziroma trenutka,
ko se krogla dotakne tal, se krogla zaéne kotaliti?

(Slika 3.62)

Slika 3.53

%’//",’6//"07 /
Slika 3.54
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V zagetku krogla drsi po tleh in-njeno gibanje zavira
dinamiéna torna sila F; = kN = k;mg, ki obenem kroglo
tudi vrti z navorom M = F,R = kymgR. Zaradi tega se
tezisce krogle giblje enakomerno pojemajoce s pojem-
kom a, = F/m = kg in njegova hitrost enakomerno
pojema s ¢asom: '

Ve = Vg — &t = vy — kgt

Obenem se krogla vrti enakomerno pospeseno s kot-
nim pospeskom a = M/J, = 5k;g/2R in kotna hitrost se
enakomerno poveduje:

w = at = 5kgt/2R

Dokler je v, > Rw, krogla 3e podrsuje po tleh. Ko
postane v, = Rw, se za¢ne kotaljenje:

vy — kgty = 5ktgt1/2 ali
t1 = 2V0/7krg

Pot podrsavanja znasa:
X, = oty — kgt¥2 = 12v/49k,g

Od tega mesta naprej se krogla kotali enakomerno
(vodoravna komponenta sile tal izgine), teziS¢e se
giblje'enakomerno s stalno hitrostjo v, = Rw = 5vy/7
(€e zanemarimo upor zraka in kotalno trenje; gl. str.
78). Na popolnoma gladkih tleh (k; — 0), bi krogla ves
¢as drsela translatorno, se ne bi mogla kotaliti.

-Namesto da kroglo v zagetku sunemo, jo zavrtimo z

zacgetno kotno hitrostjo w, in previdno polozimo na tia
(slika 3.63). Ker krogla v dotikali$éu drsi v levo, je
dinamiéna torna sila usmerjena v desno. Ta sila pospe-

Suje teziSCe krogle v desno s pospeskom:
a. = ktg

in obenem zavira vrtenje krogle s pojemkom a = 5k;g/
2R. Zaradi tega se hitrost teziS¢a povecuje s éasom po
enadbi: ) .

v, = a.t = kgt

kotna hitrost w pa zmanjsuje: w = wy— at = wy — Skgt/
2R. Slej ko prej se hitrost tezi§éa toliko poveca, kotna
hitrost pa toliko zmanjsa, da je zado$¢eno pogoju: v, =
= Rw, ki je potreben za kotaljenje. Krogla se priéne
kotaliti po €asu t, = 2Rwy/7kg.

Kako moramo zaluéati kroglo, da drsi pojemajocde, se
ustavi in se nato zacne kotaliti nazaj?

7. Kotaljenje valja po klancu. Valj z maso m in polme-
rom R se kotali navzdol po klancu z naklonskim kotom
@ (slika 3.64). KolikSen je pospesek teziséa valja?

Na valj uginkujeta teza mg in sila podlage; zadnjo
razstavimo na pravokotno komponento N in na kompo-
nento F’ v smeri klanca. Velja:

mg sing — F' = ma,
Med kotaljenjem se valj vrti pospeSeno okrog osi skozi

tezisCe s kotnim pospeskom «, ki ga povzroéa sila F’ z
navorom M = F'R:

o= MJ=FRUJ

Dokler se valj Se kotali, velja' zveza: a4, = Ra, zato
dobimo:

a, = gsing/(1 + JmR? = (2/3)gsing (J = mR%?2
za valj) ter

F' = a.JIR* = mgsing/(1 + mR%J) = (1/3)mgsing

Ce bi valj drsel navzdol translatorno brez trenja, bi se

- gibal s pospeSkom gsing (gl. str. 41), s kotaljenjem pa

se pospeSek zmanjsa na (2/3)gsing. Drsenje (transla-
torno) navzdol po klancu s trenjem pa je navadno

" precej po¢asnejSe kot kotaljenje.

Ce povegamo naklon ¢ klanca, se poveéata tudi pospe-
Sek teziS¢a valja in kotni pospesek vrtenja. V enakem
razmerju se z naklonom povecuje tudi sila F', ki je
potrebna za pospeseno kotaljenje. Toda ta je omejena,
njena zgornja meja je staticna torna sila F;, = kN =
= ksmgcosg (gl. str. 40). Ko F' doseze F;, zaéne valj po
klancu podrsavati. To se zgodi pri nagibu ¢ = ¢, za
katerega velja:

F =F,=kN
mgsing/(1 + mR?J) = k,mgcosg; ali
tgps = k(1 + mR?J) = 3k,

Pri ¢ > ¢, valj med kotaljenjem navzdol po klancu
podrsuje, zato je torna komponenta sile podlage enaka
F = kN = kymgcosg in pospesek tezisS€a valja je enak
kot pri navadnem drsenju: a, = g(sing — k,cosg). Kotni
pospeSek valja tedaj dolo¢a dinami¢na torna sila F, ki
vrti z navorom FR. Sledi: a = FR/J = (2k,g/R)cosg.
Torej se kotni pospesek kotaljenja z ve¢anjem strmine
klanca zmanjsuje. Ob navpi¢nem zidu je celo ni¢. Valij
se ob navpiénem zidu ne more kotaliti, saj ni sile, ki bi
ga vriela.

Kotalno trenje

S kotaljenjem koles se lahko vozila premikajo po tleh
veliko lazje, kot ¢e drsijo. Ker kolo ne podrsava po tleh,
torna sila ne zavira gibanja. V idealnem primeru, e se
niti kolo niti podlaga pod bremenom ne deformirata,
tako da se dotikata v eni sami togki, se lahko kolo kotali
po vodoravni podlagi s stalno hitrostjo (Ce le zanema-
rimo upor zraka). Na kolo tedaj u¢inkujeta teza mg
navzdol in nasprotno enaka sila podlage (N) navzgor
(slika 3.65).

Dejansko se kolo in podlaga zaradi bremena mg defor-
mirata in se ne stikata le v eni toéki temve¢ na Sirsi
stiéni povrsini (slika 3.66). Sila podlage je neenako-
merno razporejena vzdolz sticne povrsine (na sprednji
strani kolesa je moénej$a kot na zadnji); njena rezul-
tanta N prijemlje v tocki B, okrog katere se mora kolo
na deformiranih tleh zakotaliti. Ker teza mg bremena
nasprotuje tej zakotalitvi z navorom mgb (b je rogica
teZe glede na vodoravno os skozi kotalno to¢ko B), je
potrebna potisna sila F, ki prevlada navor teZe:

FR=mgb ali
F = (b/Rymg

Koli¢nik b/R je torej koeficient kotalnega trenja. Kot
merilo za velikost kotalnega trenja obi¢ajno navajamo
kar rogico b (v cm), npr. za leseno kolo na leseni
podlagi je b okrog 0,2cm, jekleno kolo na jekleni
podlagi 0,025 cm.
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‘Proste osi togega telesa

Doslej smo obravnavali vrtenje telesa okrog osi, katere
smer se med vrtenjem ne spreminja, bodisi da os
miruje (vpeta v lezaje) ali pa se paralelno premika, npr.
pri kotaljenju. Gibanje telesa se precej zamota, Ge
dovolimo, da se smer osi med gibanjem spreminja.

Recimo, da je telo podprto v tezi§¢u, vendar tako da se
lahko prosto vrti okrog poljubne osi skozi teZis¢e. Telo
zavrtimo s kotno hitrostjo w okrog neke osi, ki naj ne

sovpada z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa (gl. str.

66), in ga nato prepustimo samemu sebi.

Telo je sestavljeno iz masnih elementov dm (slika 3.67).
Vsak vrtec¢i se masni element dm vleée rotacijsko os s
centrifugalno silo xw?dm radialno proé (gl. str. 44); x je
pravokotna oddaljenost masnega elementa dm od
vrtilne osi. Navor te sile glede na vodoravno os skozi

tezisce C je zxw?dm, pri éemer merimo koordinato z iz -

tezi3€a (nad teziScem je pozitivna, pod njim pa nega-
tivna). Celotno togo telo potemtakem delu;e na vrtilno
0S Z havorom;

My = [xzedm = w?J,, (3.52)

ki se imenuje centrifugalni navor. J,, je centrifugalni
vztrajnostni moment telesa (gl. 3.35). Zaradi centrifu-
galnega navora se smer vrtiine osi med vrtenjem spre-
minja, ¢e os ni vpeta v lezaje. Lezau kompenzirajo
uinek centrifugalnega navora in vrtilna os se ne spre-
minja.

Centrifugalni navor je ni¢ in lezaji niso potrebni, ée je
vrtilna os ena od glavnih osi vztrajnostnega élipsoida
(gl. str. 67), glede na katero so centrifugalni vztrajno-
stni momenti J,, itd. ni¢. Zaradi tega se glavne vztrajno-
stne osi telesa imenujejo tudi proste osi. Vsako togo
telo (ne glede na obliko) ima najmanj tri proste osi, ki
so pravokotne druga na drugo. Vrtece se telo ne obre-
menjuje lezajev, e se vrti okrog proste osi. Osi hitro
vrtecih se rotorjev morajo zato biti proste osi, ker lahko
drugade centrifugalni navor (ki nara§éa s kvadratom
kotne hitrosti vrtenja) poskoduje leZaje.

Vrtilna os prostega telesa je stalna, &e je ena od prostih
osi telesa. Vendar pa vrtenje telesa okrog posameznih
prostih osi ni enako stabiino. PokaZe se (dokaz pre-
sega okvir nade stopnje), da je vrtenje najbolj stabilno
okrog tistih prostih osi, glede na katere ima telo ali
najvedji ali najmanijsi vztrajnostni moment. Te proste

osi so stabilne. Ce vrtete se telo malo zmotimo, da se -

izmakne iz stabilne proste osi, se po kratkem kolebanju
samo povrne v prvotno stanje in se spet vrti okrog
stabilne proste osi. Vrtenje telesa okrog prostih osi z
vmesnim vztrajnostnim momentom pa je labilno. Ze
majhen zunanji draZljaj zadostuje, da se vrtilna os
zatne prekopicevati; gibanje telesa se umiri, ko telo
najde eno od bliznjih stabilnih prostih osi, okrog katere
se potem vrti. Na sliki (3.68a) vrtimo okroglo ploséico,
ki visi na nitki, okrog njene diametralne osi. Ta os je
labilna, zato se plo&¢ica zaéne nemirno premetavati.
Cez nekaj ¢asa se teZis¢e plosgice dvigne, tako da je
plos¢ica vodoravna in se vrti okrog simetrijske osi
(pravokotno na ploséico skozi njeno sredino), ki je
stabilna prosta os (slika 3.68b). Geometrijska os rota-
cijsko simteri¢nih teles je ve¢inoma stabilna prosta os.

Metalec diska mora zavrteti disk okrog stabilne proste
osi, da se ta med letenjem ne spreminja (zaradi éesar bi
se spreminjal upor zraka). Kako leti krogla iz puske?

o |
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Vrtilna koli¢ina

Vrtilna koli¢ina I ima pri vrtenju podobno vlogo,
kakr$no ima gibalna koli¢ina G pri premem gibanju.
Kakor lahko Newtonov zakon dinamike za premo giba-
nje napiSemo v obliki: F = dG/dt (gl. 2.3), ga lahko za
vrtenje napiS§emo v obliki:

. es

Z vrtilno koli¢ino se bomo najprej seznanili na enostav-
nem primeru: to¢kasto telo m se giblje s hitrostjo v,
torej z gibalno koli¢ino G = mv. Nanj u¢inkuje sila F, ki
spreminja njegovo gibalno koli¢ino: F = dG/dt. Navor
te sile glede na os skozi koordinatno izhodis¢e O je M =
r X F, kjer je r krajevni vektor telesa m iz koordinatnega
izhodisca (gl. 3.39). Naprej postopamo takole:

M =rXF =rX(dG/dt) = d(r X G)/dt— (dr/dt) X G

Ker je dr/dt = v, izpade zadnji &len, saj je vektorsk|
produkt dveh kolinearnih vektorjev nié:

M = d(r X G)/dt = dI/dt

kjer je

[ r=rxG=rxmv | (3.54)

vrtitna koli¢ina to&katega telesa glede na izhodis¢e 0.

Recimo, da telo m kroZi po krogu s polmerom r okrog
izhodiéa 0. Vektorski produkt r X v tedaj znasa rv =
= rPw in ima smer osi kroZenja. Vrtilna koli¢ina T
krozetega to&kastega telesa ima torej smer vrtilne osi
(to je smer o) in je enaka:

|r-= e = Jo | (3.55)

pri éemer je J vztrajnostni moment krozecega toCka-
stega telesa. Vidimo, da je izraz za vrtilno koli¢ino T
povsem analogen izrazu za gibalno koli¢ino G = mv
(namesto mase m imamo vztrajnostni moment J, name-
sto hitrosti v pa kotno hitrost w).

Ce na krozeée telo m uginkujoca sila F nima navora: M
= 0 (npr. da ima smer k sredi$¢u krozenja, t.i. cen-
tralna sila), se vrtilna koli¢ina krozecega telesa ohra-
nja: T = konst.; ohranja se tako hitrost kot ravnina
krozenja. ‘

Kroglico m poloZzimo na vodoravno gladko plos¢o
(slika 3.69). Kroglica. je privezana na vrvico, ki vodi
skozi luknjo v sredini plodce. Zazenemo jo, da za¢ne na
ploséi kroziti s kotno hitrostjo w po krogu s polmerom
r. Nato vieemo vrvico s silo F navzdol, da se polmer
kroZenja r zmanj$uje. Sila F deluje na kroglico v radi-
alni smeri, zato je njen navor nic': in kroglica kroZi s
stalno vrtilno koligino; produkt r?w se ohranja. Ker se r
zmanjsuje, se povecuje kotna hitrost krozenja krogllca
krozi tem hitreje, ¢im kraj$a je vrvica: riw, = raw;.

Planeti krozijo okrog Sonca po ellptlcnlh tirnicah;
nanje uéinkuje privlatna gravitacijska sila Sonca, ki je
centralna sila (njen navor je ni¢), zato se vrtilna koli-
¢ina planetov ohranja: ravnina kroZenja je stalna; ko se
razdalja planeta do Sonca zmanj$a (npr. pozimi), se
hitrost planeta poveca (in obratno).

Izraz (3.54) bomo posplosili, da bomo dobiii vrtilno
koli¢ino togega telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo o
okrog dane osi (slika 3.70). Telo v mislih razdelimo na
masne elemente dm. En tak element krozi okrog osi o z
obodno hitrostjo v = @ X r (gl. 1.53c). Vrtilna koli¢ina I’
celotnega telesa je vsota (integral) vrtilnih koli¢in posa-
meznih delov telesa:

T'=[rXvdm ’ (3.56)
Ker je v = oX r, dobimo napre;j:
rXv=rX(@Xr=rPo—rwo-r

Vektorja r in o izrazimo s projekcijami v koordinatnem
sistemu: '

r=xe,+ye, + ze, (gl 1.1)
O = W@y + W8, + Wae, *

Zavrteti telo okrog osi s kotno hitrostjo w je enako,
kot zavrteti ga okrog osi x s kotno hitrostjo w; in
obenem okrog osi y s w, ter okrog 0si z s ws.

TXV = (0@, + 0y, + wge;) (X2 + y* + 2°)— (3.56a)
— (xey + ye, + ze)(wiX + woy + ws2) =
= e, [(y2 + 22)w1 woXy — w3x2] +
+ e (22 + x )wz wzyz — wyx] +
+e,[(F+y )wa W1ZX — WZY]

Zgornji izraz poenostavimo, ¢e usmerimo koordinatni
sistemn tako, da se koordinatne osi x-y-z ujemajo z

glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa (gl. str. 67); potem -

izpadejo integrali, ki vsebujejo produkte xy, yzin zx, ter
ostane:

| T = Jime, + J2(U2ey + Jzwae, (3.57)

pri &emer so Jy, Jo in J; glavni vztrajnostni 'momenti
telesa (gl. 3.37).

Vidimo, da vrtilna koli¢ina T vrte¢ega se telesa v sploé-
nem nima enake smeri kot vrtilna os (to je w). T ima
smer o le za kroglasto telo (J; = J, = J3 = JinT = Jw)
ali ¢e zavrtimo telo okrog ene od glavnih vztrajnostnih
osi, tako da je npr.

wy; = w3 = 0in w = oter T = Jywe, = Jyo.

Geometrijska os rotacijsko simetri¢nih teles je ena od
glavnih vztrajnostnih osi telesa. Ce torej telo zavrtimo
okrog te osi s kotno hitrostjo e, dobi vrtilno koli¢ino T
= Ju, kjer je J vztrajnostni moment telesa glede na to
os. Da je res tako, se prepri¢amo neposredno iz enatbe
(8.56): T = j r X vdm.

Zaradi simetrije lahko od vektorja r X v upostevamo le
njegovo projekcijo na smer vrt|Ine osi,toje|rXv le, =
= rvsinde,, = ryve, = riwe, = r’w (v= ryo, gl.sliko 3.71).

l‘=fr$mdm=Jm , J=Ir?,dm

Kakor velja za to¢kasto telo, velja tudi za togo telo: ¢e
je rezultanta navorov ni¢ (M = 0), se vrtilna koli¢ina
telesa ohranja: I = konst.; ohranjata se tako njena
velikost kot smer. Pri kroglastem telesu ali ¢e zavrtimo
telo okrog njegove glavne vztrajnostne osi, se potemta-
kem ohranja tudi smer vrtilne osi (saj ima I' enako
smer kot ). '




VRTILNA KOLICINA

To lastnost vrteCega se telesa izkori§¢amo pri . giro-
skopskem kompasu. Osnosimetriéno telo z velikim
vzirajnostnim momentom je vgrajeno v posebno
ohisje, tako da se lahko prosto vrti okrog poljubne osi
skozi njegovo tezisCe. Telo v zadetku zavrtimo z veliko
kotno hitrostjo, da dobi &im vegjo vrtilno koligino, ki jo
usmerimo natan¢no na sever. Ker je vpliv trenja in
upora zraka na vrtenje gira zmanj$an na minimum,
druge sile pa zaradi posebno oblikovanega ohigja ne
morejo izmakniti vrtilne osi iz smeri sever-jug, se
vrtilna koli€ina gira in s tem tudi smer njegove vrtilne
osi ohranjata. Cetudi ladja z ohisjem giroskopa spremi-
nja smer, os vrteéega se gira stalno kaze na sever.

Vriilna koliéina sestavljenih teles

Doslej smo razpravljali o vrtilni koligini togega telesa.
Netogo telo pa lahko med vrtenjem spreminja obliko
oziroma velikost. Kako se zaradi tega spreminja nje-
gova vrtilna koli¢ina? Pogosto se oblika telesa spre-
meni z u€inkovanjem notranjih sil, ki uéinkujejo med
posameznimi deli telesa. Vemo, da se notranje sile
vedno pojavljajo v parih nasprotno enakih sil (gl. str.
52). Tudi navori teh sil so nasprotno enaki, se medse-
bojno uniCujejo, zato ne vplivajo na celotno vrtilno
koli¢ino telesa. Kljub spremembi oblike ali velikosti
telesa zaradi uc¢inkovanja notranijih sil se vrtilna koli-
&éina telesa ne spremeni. Vrtilno koli¢ino telesa spre-
minjajo le navori zunanijih sil.

Recimo, da notranije sile razirijo telo, tako da se nje-
gov vztrajnostni moment poveca. Ker se zaradi tega
vrtilna koli¢ina I' = Jw ne spremeni, se kotna hitrost o
vrtenja zmanjsa, tako da je produkt Jo enak:

I'=Jw = konst. = Jiwy = Jowy

Primer:

Sedimo na vrtljivem stolu in se vrtimo s kotno hitrostjo
®1.-Ko med vrtenjem iztegnemo roki, se poveé&a vztraj-
nostni moment (od J; na J,), toda obenem se zmanjsa
kotna hitrost vrtenja (od wy na w, = wyJi/Jo). Skréitev
rok zopet pospesi vrtenje itd.

Umetnostna drsalka na ledu dela pirueto tako, da se
najprej ob razprtih rokah (¢im vedji vztrajnostni
moment) poganja z eno nogo, da dobi &im ve&jo vrtilno
koli¢ino okrog vrtilne osi skozi drugo nogo (priskrbi jo
navor zunanje sile med drsalko in ledom). Nato se:
postavi na konico drsalke in dvigne roki v smeri osi, da

se njen vztrajnostni moment ¢imbolj zmanjsa — ob tem

se hitrost vrtenja zelo poveéa.

Premisli, kako skade skakalec v vodo. Kako spreminja
svoj vztrajnostni moment okrog vodoravne osi in kako
se zaradi tega spreminja njegovo vrtenje?

Kar smo zgoraj povedali za vrteée se netogo telo, velja
tudi za sistem teles, ki se vrtijo okrog skupne osi.
Vrtilna koli¢ina celotnega sistema je algebrai¢na

vsota vrtilnih koli¢in posameznih teles (upostevati

moramo predznak posameznih vrtilnih koligin, to je
smisel vrtenja). Med posameznimi telesi sistema v
sploSnem ucinkujejo notranje sile. Te lahko spreme-
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nijo vrtilno koli¢ino posameznih teles, ne morejo pa
spremeniti celotne vrtilne koli¢ine sistema. Ta se
spreminja le zaradi navorov zunanjih sil. Ce zunanjih
navorov ni (¢e je njihova rezultanta ni¢), se vrtilna
kolicéina sistema teles ohranja (zakon o ohranitvi
vrtilne koli¢ine sistema).

Recimo, da mirujemo na vrtljivem stolu in drzimo v
rokah vrteCe se kolo, tako da je os kolesa vzporedna
vrtilni osi stola. Ker s stolom vred mirujemo, je vrtiina
koli¢ina celotnega sistema kar enaka vrtilni koli€ini
kolesa (= I'y = J;w4). Nenadoma zasukamo os vrteega
se kolesa za 180°, tako da je spet vzporedna osi stola,
vendar se zdaj kolo vrti v nasprotni smeri kot prej.
Opazimo, da se pri tem sami s stolom vred zaénemo
vrteti v enaki smeri, kot se je prvotno vrtelo kolo. Z
navorom notranjih sil rok smo spremenili vrtilno Kkoli-
&ino kolesa od I'y na —I'y. Ker mora biti vrtilna koligina
celotnega sistema $e vedno I, se zacnemo vrteti z
vrtilno koli¢ino I, = Jow, (J; je nas in stolov vztrajno-
stni moment), tako daje I'y = I; + (-Iy) ali I; = 2[4 in
Wy = 2601J1/J2.

Primer:

Kolo z vztrajnostnim momentom J; je nasajeno na
navpi¢no os, okrog katere se lahko prosto vrti; kolo v
zadetku miruje. Na isti osi je nasajeno drugo kolo z
vztrajnostnim momentom J, (slika 3.72a). Drugo kolo
zavrtimo s kotno hitrostjo wg in nato spustimo, da pade
na prvo, mirujo¢e kolo. Zgornje kolo se Se vrti, vendar
podrsuje po mirujoéem kolesu. Med njima zaéne ugin-
kovati drsno trenje. Zgornje kolo ¢uti navor torne sile, s
katerim spodnje kolo zavira njegovo vrtenje. Obenem
spodnje kolo &uti enako velik (a nasprotno usmerjen)
navor, s katerim ga zgornje kolo zaéenja vrteti. Cez éas
kolesi prenehata podrsavati in se vrtita s skupno kotno
hitrostjo (slika 3.72b). Velja:

Jiog =y + b ali o= ol + )

Kaj pa, ¢e se spodnje kolo v zacetku vrti v naprotni
smeri kot zgornje kolo? Kako morata biti povezani
zacdetni kotni hitrosti obeh koles, da se kolesi po kon-
¢anem podrsavanju ustavita?

- Vrtavka

Vrtavka je rotacijsko simetriéno kolo z zelo velikim
vztrajnostnim momentom (J) glede na geometrijsko os.
Zavrtimo jo s precej$njo kotno hitrostjo (w) okrog sta-
bilne geometrijske osi in jo_postavimo na konico, tako
da je njeno tezi§&e nad dotikali¢em (slika 3.73). Njena
os v splo$nem oklepa kot 9 z navpi¢nico skozi dotika-
lisce. '

Vrtenje vrtavke je v sploSnem precej zapleteno. Poleg
tega da se vrti okrog lastne geometrijske osi (z vrtilno
koli¢ino I' = Jw), njena os tudi precesira, to je pri
stalnem kotu 6 se suce okrog navpi¢nice po plas€u
stozca. Mozno je tudi (odvisno od tega, kako sprozimo

njeno gibanje), da se med -precesiranjem izmenino

spreminja kot 6, tako da vrtavkina os niha gor (8 se
zmanjsuje) in dol (6 se povecuje). Tej vrsti vrtavkinega
gibanja pravimo nutacija.

Splosnega gibanja vrtavke ne bomo mogli obravnavati.
Predpostavili bomo, da se vrtavka vrti tako hitro, da je
vrtilna koligina Jw zaradi njenega vrtenja okrog geome-
trijske osi velika v primerjavi z vrtilno koli¢ino zaradi
precesije ali morebitne nutacije. Vektor celotne vrtilne
koli¢ine I prakticno sovpada z vrtavkino osjo, kar
pomeni, da se smer vrtavkine osi spreminja s ¢asom
podobno kot smer celotne vrtilne koli¢ine I'. Ta pred-
postavka seveda odpove, ¢a se vrtavka vrti prepocgasi;
tedaj je pomembna tudi nutacija.

Recimo, da potegnemo vrh pokon&no usmerjene
vrteCe se vrtavke s silo F k sebi. Pri¢akovali bi, da se
vrtavkina os nagne k nam. Toda hitro vrteda se vrtavka
reagira drugace. Vie¢na sila F deluje na vrtavko z
navorom M, ki je usmerjen v desno (slika 3.74). Zaradi
tega navora se vrtilna koli¢ina vrtavke I' v &asu dt
spremeni za dI' = Mdt (gl. 3.53). Os vrtavke se nagne v
desno, nova vrtilna koli¢ina je I" = I' + Mdt. Ce je vrtilni
moment M stalen, se os vrtavke nagiba toliko &éasa,
dokler ne kaze v smer M, nato se v tej smeri umiri
(Cemur pomaga tudi trenje).

Premisli, kako reagira sprednje kolo z volanom pri
biciklu, e se nagnemo v levo.

Precesijo vrtavkine osi povzroéa navor vrtavkine teze.
Vrtavko, ki se vrti z veliko vrtilno koli¢ino I' = Jo,
previdno postavimo na mizo, tako da njena os oklepa
két 6 z navpi¢nico. Ko jo previdno spustimo (da ne
vzbudimo nutacije), zaéne njena os precesirati okrog
navpiénice. Na vrtavko namre¢ deluje navor njene teze
(glede na trenutno os skozi dotikali§¢e): mgLsin#, kjer
je m masa vrtavke, L pa oddaljenost njenega tezid¢a od
podporne to¢ke. Ker navor M deluje stalno, se vrtilna
koligina vrtavke spremeni v Casu dt za dI' = Mdt in
njena os se zasuce (po plas€u stoZzca s kotom 26 ob
vrhu — podporni to¢ki) za kot dg = dIV(I'sin6) = (mgL/
DNdt (gl. sliko 3.73). Sledi, da vrtavka precesira s kotno
hitrostjo

Q = de/dt = mgLiJw

Znacilno je, da je kotna hitrost precesije neodvisna od
naklonskega kota 8 vrtavkine osi.

Zemlja ima zaradi dnevnega vrtenja vrtilno koliéino.
Nanjo u€inkuje gravitacijska priviaéna sila Sonca (in
deloma Lune). Ako bi bila popolna krogla, bi bil navor
gravitacijske sile ni¢ in smer Zemljine vrtilne koli¢ine
(to je smer polarne osi) bi bila stalna. Toda Zemlja je
ovalna in njena os je nagnjena za 23,5° glede na pravo-
kotnico na ravnino ekliptike. Sonce uéinkuje na ode-
bljeni del Zemlje z gravitacijsko privlacno silo, ki je
veéja za bliznji del (F, na sliki 3.75) kot za oddaljeni del
(F1). Navor teh sil je razli¢en od ni¢ in stalno uéinkuje

"na vrtavko — Zemljo, zaradi &esar njena polarna os

pocasi precesira. Obhodni ¢as Zemljine precesije (=
2n/Q) je okrog 26 000 let. »Trenutno« kaze Zemljina os

' v smer zvezde Severnice.
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